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1-1 izLrkouk 

vFkZ”kkL= ds vUrxZr v/;;u fd, tkus okys fo’k;ksa esa ifjek.kkRed fo”ys’k.k lokZf/kd 

egRoiw.kZ gksrk gSA vFkZ”kkL= ds fl)kUrksa dks xf.krh; lan”kkZsa }kjk izHkkoh :i ls O;Dr 

fd;k tkrk gS fdUrq lEiw.kZ xf.krh; izfØ;k ds ewy esa okLrfod vad iz.kkyh gksrh gSA 

blh dkj.k vFkZ”kkL= ds fo|kFkhZ;ksa ds fy, okLrfod vad iz.kkyh ls lqifjfpr gksuk 

furkUr vko”;d gSA vFkZ”kkL= ds vusd fo’k; x.kukvksa ij vk/kkfjr gS tSls& ykxr] 

ykHk] vk;] lUrqf’V] cpr vkfnA lkFk gh vusd lanHkksZa tSls& ekax] iwfrZ] ewY;] 

mi;ksfxrk] ykxr vkfn ds _.kkRed ekUk ugha gks ldrs gSaA bu rF;ksa dks Hkyh izdkj 

ls le>us esa okLrfod vad iz.kkyh dk Kku cgqr lgk;d gksrk gSA 

 blh izdkj vFkZ”kkL= esa leqPp; dh vo/kkj.kk ,oa leqPp; fl)kUr dk Hkh 

egRoiw.kZ mi;ksx gksrk gSA tfVy vkfFkZd fØ;kvksa dks ljyrk ls le>us ds fy, 

vkfFkZd fØ;kvksa rFkk mlls tqMh oLrqvksa dk oxhZdj.k djds fo”ys’k.k djus ls mUgs 

le>uk ljy gks tkrk gSA ;g oxhZdj.k oLrqr% izk;% leqPp; vo/kkj.kk ij vk/kkfjr 

gksrk gSA tSls%& miHkksDrk oLrq,a] vkxrsa] iw¡thxr oLrq,¡] cktkj “kfDr;k¡] ekSfnzd 

lafØ;k,¡] jktdks’kh; lafØ;k,¡ vkfnA 

 okLrfod vad iz.kkyh o leqPp; fl)kUr dh vFkZ”kkL= ds v/;;u esa egrh 

Hkwfedk dks /;ku esa j[krs gq, izLrqr bdkbZ esa vkidks buls voxr djk;k tk jgk gSA 

1-2 mn~ns”; 

bl bdkbZ ds v/;;u ds i”pkr& 

��� okLrfod vad iz.kkyh ,oa leqPp; fl)kUr dh vo/kkj.kk ls voxr gks  

tk,xsaA 

���� okLrfod vad iz.kkyh ,oa leqPp; fl)kUr ds ek/;e ls vFkZ”kkL= esa  

fofHkUu xf.krh; fo”ys’k.k dks le>us ;ksx; gks tk,axsA 

1-3  okLrfod vad iz.kkyh  

1-3-1 izkd`frd la[;k,¡ ��� %& tSls fd ge lHkh us NksVh d{kkvksa esa fxurh ds :i 

esa la[;kvksa ����������	 
 
 
 
��dk v/;;u fd;k gS] bu la[;kvksa  dks izkd`frd 

la[;k dgrsa gSA D;ksafd izkd`frd oLrqvksa dk ifjek.k bUgh la[;kvksa ds }kjk n”kkZ;k 
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tkrk gSA mnkgkj.k ds fy, izkd`frd :i ls ,d isM+] nks isM+ ;k ik¡p HkSal gh miyC/k 

gksrh gSA ge 2½ O;fDr] ;k 3¼ cdjh dh dYiuk izkd`frd :i ls ugha dj ldrs gSaA 

1-3-2 iw.kkZad ¼�½%& iw.kkZad /kukRed rFkk _.kkRed nksuksa izdkj ds gksrs gSa izkd`frd 

la[;k,¡ /kukRed iw.kkZad gksrh gSa] blh izdkj buds _.kkRed eku tSls���
��
��

���
  vkfn _.kkRed iw.kkZad gksrs gSaA buds vfrfjDr “kwU;����  Hkh iw.kkZad esa 

vkrk gSA “kwU; u rks /kukRed u rks _.kkRed gksus ds dkj.k vf}rh; gSA bl izdkj 

lHkh izkd`frd la[;kvksa ds _.kkRed ekuksa rFkk “kwU; dks lfEefyr :i ls iw.kkZad 

dgrs gSaA 

1-3-3 ifjes; ,oa vifjes; la[;k,¡%& vusd ,slh la[;k,a tks iw.kkZad ugha gksrh gSa tSls 

fHkUu �
�

�
� 


�

�
�√����vkfn ;s ,slh la[;k,a gS ftuds eku iSekus ij nks iw.kkZdksa ds chp 

vkrs gSaA  �
�

�
 dk eku � ,oa � ds chp] 


�

�
  dk eku “kwU; �����rFkk 
� ds chp 

,oa d.khZ � dk eku � rFkk � ds chp vkrk gSA bl izdkj ge dg ldrsa gS fd 

iw.kkZad lHkh lEHko la[;kvksa dks O;Dr ugha djrs gSaA 

1-3-3-1 ifjes; la[;k �	�% ifjes; la[;k os la[;k,a gS ftuds ifjek.k dks fHkUu ds :i 

esa iw.kZr% n”kkZ;k tk ldrk gSA ifjes; la[;k;sa /kukRed vFkok _.kkRed gks ldrh gSA 

pw¡fd iw.kkZadks dks Hkh fHkUu ds }kjk O;Dr fd;k tk ldrk gS ¼;Fkk] � dks  
�

�
  vFkok 


� dks 

�

�
  ds }kjk O;Dr fd;k tk ldrk gS½ vr% iw.kkZad Hkh ifjes; la[;kvksa ds 

vUrxZr vkrs gSaA  

1-3-3-2 vifjes; la[;k,a % ifjes; la[;kvksa dks tkuus ds i”pkr~ ;g Li’V gks tkrk gS 

fd vusd ,slh la[;k,a Hkh gksrh gS] ftudks fHkUu ds :i esa O;Dr djuk lEHko ugha 

gksrk gS bu la[;kvksa dks vifjes; la[;k dgrs gSa] tSls √� � �
��������
A 

1-3-4- okLrfod la[;k �
�% izR;sd vifjes; la[;k nks ifjes; la[;kvksa ds e/; fLFkr 

gksrh gSA vr% ftl izdkj ifjes; la[;k,a nks iw.kkZdks ds chp ds vUrjky dks Hkjrh gS 

mlh izdkj vifjes; la[;k,a ifjes; la[;kvksa esa e/; ds vUrjkyksa dks Hkjrh gSaA 
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la[;kvksa }kjk fjDrrkvksa dks Hkjus dh bl izfØ;k ds ifj.keLo:i vadks dk ,d lkrR; 

izkIr gksrk gSA bu lHkh la[;kvksa dks feyk dj okLrfod vad dgk tkrk gS vFkkZr~ 

izkd`frd la[;k,a] iw.kkZad] ifjes; o vifjes; la[;k,a lHkh okLrfod la[;kvksa ds vUrxZr 

vkrh gSaA okLrfod la[;kvksa ds leqPp; dks ��ds }kjk n”kkZ;k tkrk gSA tc lHkh 

okLrfod la[;kvksa dks ,d ljy js[kk ij n”kkZ;k tkrk gS ¼foLrkfjr iSekus ds :i esa½ 

rks bls okLrfod js[kk dgrs gSaA  
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1-4 leqPp; fl)kUr    
1-4-1 leqPp; dh vo/kkj.k%& leqPp; ls rkRi;Z oLrqvksa ds ,d lqifjHkkf’kr lewg ;k 

laxzg ls gSA lqifjHkkf’kr ls rkRi;Z ml fof”kIVrk ds lqifjHkkf’kr gksus ls gS ftlds 

vk/kkj ij bu oLrqvksaa dks laxzghr dj ,d lewg esa j[kk tkrk gSA mnkgj.k ds fy, 

QqVcky Vhe vFkkZr QqVcky f[kykfM;ksa dk leqPp;] bl leqPp; dk vk/kkj gj 

f[kykMh }kjk QqVcky [ksys tkus dh fof”k’Vrk gS tks lqifjHkkf’kr gSA tcfd dn] jax] 

psgjk vkfn fHkUu& fHkUu gks ldrs gSaA 

leqPp; esa laxzghr izR;sd oLrq dks leqPp; dk vo;o dgrs gSaA leqPp; dks nks 

oSdfYid i)fr;ksa ls O;Dr fd;k tkrk gSA  

¼1½ izFke i)fr esa leqPp; ds lHkh vo;o;ksa dks e¡>ys dks’Bd ds Hkhrj lwfpc) dj 

fn;k tkrk gS tSls %&� � �
��������  leqPp; dks O;Dr djus dh bl fof/k dks 

lwph fof/k   dgrs gSaA 

¼2½ xq.k fof/k] leqPp; fuekZ.k fof/k vFkok o.kZu fof/k��%& bl fof/k esa leqPp; ds 

vo;oksa dks lwfpc) djus ds LFkku ij vo;oksa ds ml fof”k’V xq.k }kjk leqPp; dks 

ifjHkkf’kr fd;k tkrk gS tks leqPp; fuekZ.k dk vk/kkj curk gSA lkekU;r;k bl fof/k 

dk iz;ksx rc fd;k tkrk gS tc leqPp; ds vo;oksa dh la[;k cgqr vf/kd gksA  

mnkgj.k ds fy,&� � �lHkh okLrfod la[;k,a� bl leqPp; dks  

�������� � �
 � �
 ,d okLrfod la[;k Gsa� fy[krs gSA 

1-4-2 ifjfer ,oa vifjfer leqPp; % os leqPp; ftuds vo;oksa dh la[;k ifjfer 

gksrh gS mUgs ifjfer leqPp; dgrs gSaA  

 tSls%& �� � � ��� 
�� �� �� �� 

blds foijhr vifjfer leqPp; os leqPp; gksrs gS ftuds vo;oksa dh la[;k vifjfer 

gksrh gSA tSls%& �� � � �
 � �
�,d okLrfod la[;k gS��

 ifjfer leqPp; ds vo;oksa dh ,d & ,d djds x.kuk dh tk ldrh gS 

vFkkZr ifjfer vo;oksa ds leqPp; x.kuh; gksrs gS tSls mijksDr leqPp; �A vifjfer 
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leqPp; ds ,d & ,d vo;o dh x.kuk djuk lEHko ugh gksrk gS vFkkZr vifjfer 

leqPp; ds vo;oksa dh la[;k vx.kuh; gksrh gS] tSls %& mijksDr leqPp; �A  

leqPp; ds vo;oksa dh lnL;rk dks xzhd v{kj � ¼vIlk;yu½ dh lgk;rk ls bafxr 

fd;k tkrk gSA mnkgj.k ds fy, 
� mijksDr leqPp � dk ,d vo;o gS ftls ge 

� 
 �����’ }kjk bzafxr djrs gSa] rFkk bls � 
 � leqPp; �’ dk ,d lnL; gS* i<rs 

gSaA blh izdkj √�  ,d okLrfod la[;k gksus ds ukrs mijksDr leqPp; �� dk ,d 

vo;o gS ftls ge √�    ��� }kjk bafxr djrs gSaA fdUrq √�leqPp; � dk vo;o 

ugha gS] bl rF; dks bafxr djus ds fy, ge √� ��� fy[krs gSa] ftldk vFkZ gS fd 

√�leqPp; � dk vo;o ugha gSA 

blh izdkj dFku �
 ,d okLrfod la[;k gS* dks 
���� fy[krs gSa tgk¡ � lHkh 

okLrfod la[;kvksa ds leqPp; dk izrhd fpUg gSA 

1-4-3 fjDr leqPp;%& ;g ,d ,slk leqPp; gksrk gS ftlesa dksbZ Hkh vo;o ugha gksrk 

gS vFkkZr ø �� ��A ;fn leqPp; esa ,d Hkh vo;o gS rks mls fjDr leqPp; ugha dgk 

tk,xkA dksbZ Hkh vo;o u gksus ds dkj.k fjDr leqPp; lHkh leqPp;ksa dk mi leqPp; 

gksrk gSA  

1-4-4 ,dy leqPp;%& ,sls leqPp; ftues dsoy ,d gh vo;o gksrk gSA tSls%& 

���� ���� vkfnA 

1-4-5 leqPp;ksa dk leqPp;%& tc fdlh leqPp; ds vo;o Lo;a esa ,d leqPp; gks 

rks mls leqPp;ksa dk leqPp; dgrs gSaA mnkgj.kkFkZ& Hkkjr dh vFkZO;oLFkk fo”o dh 

lHkh vFkZO;oLFkkvksa ds leqPp;ksa dk ,d vo;o gSA fdUrq Hkkjr dh vFkZO;oLFkk Lo;a esa 

fofHkUu izkUrksa dh vFkZO;oLFkkvksa dk ,d leqPp; gSA blh izdkj ,d izkUr dh 

vFkZO;oLFkk mlds ftyksa dh vFkZO;oLFkkvksa dk leqPp; gSA 

1-4-6 le’Vh; leqPp;%& ;fn fdlh fuf”pr lUnHkZ esa lHkh leqPp; fdlh fuf”pr 

leqPp; ds mileqPp; gks rks bl fuf”pr leqPp; dks le’Vh; leqPp; dgk tkrk gSA 

bls vaxzsth Hkk’kk ds v{kj ��� }kjk fn[kk;k tkrk gSA mnkgj.kkFkZ & ;fn okLrfod 
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la[;kvksa dk v/;;u dj jgs gks rks lHkh okLrfod la[;kvksa dk leqPp; le’Vh; 

leqPp; dgk tk,xkA blh izdkj ;fn Hkkjr dh vkfFkZd xfrfof/k;ksa dk lanHkZ gks rks 

Hkkjrh; vFkZO;oFkk le’Vh; leqPp; gksxhA 

1-4-7 leqPp;ksa ds chp lEcU/k%& nks leqPp;ksa ds e/; fofo/k izdkj ds lEcU/k LFkkfir 

gks ldrs gSaA 

1-4-7-1 leleqPp;%& ;fn nks leqPp;ksa ��� rFkk ��� ds vo;o leku gks rks ��rFkk 
� dks leleqPp; dgk tkrk gSA vFkkZr~ �������� � ������  rFkk  ������ �
���������
mnkgj.kkFkZ ;fn �� � � ��	�	 
	 �� rFkk �� � � �
	 �	 �	���rks � � � gksxk 

vFkkZr *�* rFkk *�* leleqPp; gSA Lej.kh; gS fd leqPp; ds vo;oksa ds Øe dk dksbZ 

egRo ugh gksrkA iqu% nks leqPp;ksa �* rFkk *�* es ;fn ,d Hkh ,slk vo;o gks tks  

��� rFkk ��� esa ls fdlh ,d dk gh lnL; gS rks ���  rFkk ��� leqPp; ugha gksxsaA 

mnkgj.kkFkZ%& �� � � ��	�	 
	 ���
  �� � � ��	�	 
	 ���
1-4-7-2 mileqPp;] mfpr mileqPp; ,oa ?kkr leqPp;%& ;fn nks leqPp;ksa ���  rFkk 
��� esa ls ���  ds lHkh vo;o ���  ds Hkh vo;o gks rks ���] ��� dk mileqPp; 

gksxk ftls fuEu izdkj fy[kk tkrk gS%& �� � ���
��� � �� ;fn vkSj dsoy ;fn ���� � ���� 

;fn �� � �� rFkk � rks � vkSj � le leqPp; gksaxsA 

mfpr mileqPp;%& ;fn nks leqPp;ksa � rFkk � esa � ds lHkh vo;o � ds Hkh vo;o 

gksa vFkkZr �� � �� fdUrq � ds lHkh vo;o � ds vo;o u gks vFkkZr �� � �� rks 

� mfpr mileqPp; gksxk � dk ftls �� � ���fy[kk tkrk gSA 

mnkgj.kkFkZ%& ;fn � �� ��	 �	�	 �� rFkk �� � � ��	�	�	 �	 �� gS rks �� � �� 

rFkk �	� dk vf/kleqPp; gksxk ftls �� � �� fy[kk tkrk gSA blh izdkj izkd`frd 

la[;k,a  �  iw.kkZad �  okLrfod la[;k  �  �   
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fdlh leqPp;   ds lHkh mileqPp;ksa dh dqy la[;k 2  ¼tgk¡  �  ds dqy vo;oks 

dh la[;k gS½ gksrh gSA 

mnkgj.kkFkZ%& ;fn  � � � 	1	3	 	 
�rks   ds izR;sd vo;o dks vyx&vyx /kkj.k 

djus okys mileqPp; �1�	 �3�	 � �	 � �A blh izdkj nks&nks vo;oksa dks /kkj.k 

djus okys mileqPp; �1	3�	 �1	 �	 �1	 �	 �3	 � � � � � ��� vkfnA 

blh izdkj rhu rhu vo;oksa dks /kkj.k djus okys mi leqPp; cusaxsA lkFk gh leqPp; 

  Lo;a dk ,d mileqPp; gksrk gSaA blds vfrfjDr fdlh Hkh leqPp; dks lcls NksVk 

mileqPp; fjDr leqPp; ¼ftls ø }kjk fn[kk;k tkrk gS½ gksrk gSA mi;qZDr mnkgj.k es 

dqy mi leqPp;ksa dh la[;k 24  � �16 gksxhA lHkh mileqPp;ksa ds leqPp; dks ?kkr 

leqPp; dgrs gSA bls ����� fy[krs gSA 

 nks leqPp;ksa ds rhljs izdkj dk lEcU/k fola?khrrk dk gksrk gSA 

1-4-7-3 fola?khr leqPp;%& ;fn leqPp;ksa � rFkk � ds e/; ,d Hkh vo;o mHk;fu’B 

u gks rks � vkSj � dks fola?khr leqPp; dgsaxsA mnkgj.kkFkZ%&  

 � �� �� � ���� /ku iw.kkZad� 
 � � �� � �����_.k iw.kkZad� 

 nks leqPp;ksa ds chp pkSFks izdkj dk lEcU/k ,slk Hkh gks ldrk gS ftlesa nksauks 

leqPp;ks esa dqN vo;o mHk;fu’B gks fdUrq izR;sd leqPp; esa dqN vo;o mlds vius 

fof”kf’V vo;o gkasA ,slh fLFkfr esa leqPp;ksa � vkSj � u rks fola?khr gS u nksauks esa ls 

dksbZ leqPp; nwljs leqPp; dk mileqPp; gS vkSj u gh nksuks leqPp; le&leqPp; 

gSA mnkgj.kkFkZ �� � � ��	
	�	�� rFkk �� � � �
	�	�	
��
1-4-8 leqPp; lafØ;k,a%& leqPp;ksa ds e/; dqN egRoiw.kZ lafØ;k,a gksrh gS tSls la?k] 

izfrPNsn] iwjd rFkk vUrjA 

1-4-8-1 leqPp;ksa dk la?k%& nks leqPp;ksa � vkSj � dk la?k ,d ,slk leqPp; gksrk gS 

ftlds vo;o ;k rks � ;k � ;k � vkSj � ds mHk;fu’B vo;o gksrs gSA bls ���� 

fy[krs gSA mnkgj.kkFkZ& �� � � ��	
	�	��	 �� � � �
	�	�	
�	 ��� �
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���	
	�	�	�	
������ � � �� � ������  vFkok ������ ns[ksa fp=& 
 ftldk 

vkPNkfnr Hkkx ��� dks n”kkZrk gSA 

1-4-8-2 leqPp;ksa dk izfrPNsn%& nks leqPp;ksa � rFkk � ds mHk;fu’B vo;oksa dk 

leqPp; � rFkk � dk izfrPNsn gksrk gS bls � � � fy[krs gSA  

mnkgj.kkFkZ%& �� � � ��	
	�	��	�� � � �
	�	�	
��
  � � �� � � �
	���
  � � �� � � �� � ������ rFkk ������ ns[ksa fp=& � ftldk 

vkPNkfnr Hkkx � � � dks n”kkZrk gSA 

1-4-8-3 iwjd leqPp;%& leqPp; � dk iwjd leqPp; ��̅� ,sls vo;oksa dk leqPp; 

gksrk gS tks lef’V; leqPp; ds vo;o gksrs gSa fdUrq leqPp; � ds vo;o ugha gksrs 

gSA 

 �̅ �� �� � ������� vkSj    ������� ns[ksa fp=& � ftldk vkPNkfnr Hkkx 

�̅ dks n”kkZrk gSA 

1-4-8-4 nks leqPp;ksa dk vUrj %& nks leqPp;ksa � rFkk � dk vUrj og leqPp; gksrk 

gS ftlds vo;o � ds os vo;o gksrs gS tks � ds vo;o u gksA bls � � � }kjk 

fn[kk;k tkrk gSA � � �� � � �� � ������ rFkk ������ ns[ksa fp=& � ftldk 

vkPNkfnr Hkkx � � � dks n”kkZrk gSA 

mnkgj.kkFkZ%&  �� � � ��	
	�	��	�� � � �
	�	�	
� 
   ��� ��� � � ��	���
   ��� ��� � � ��	
��
1-4-8-5 osu vkjs[k ls fu:i.k%&  

 

     

``

A 

B 

A 

B 
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    fp= la[;k&2         fp= la[;k&3

A U B      A ∩ B

 la?k izfrPNsn

  

       fp= la[;k&�                                fp= la[;k&�

   �̅       � � �
 iwjd       vUrj 

1-5- Øfer ;qxe ,oa lEcU/k  

,d leqPp; ��	 �� dks fy[krs le; ge vo;oksa ���vkSj b ds Øe dks /;ku esa ugha 

j[krs gSa D;ksafd leqPp; dh ifjHkk"kk ds vuqlkj leqPp; 	�	 �
 � ��	 ��A fdUrq 

dHkh&dHkh oLrqvksa ds dqN ,sls ;qxeksa dk fopkj djuk iM+rk gS ftuesa Øe egRoiw.kZ 

gksrk gSA mnkgj.k ds fy, ;fn ge ns'kksa vkSj mudh jkt/kkfu;ksa ds ;qxe cuk;sa rks 

mudks ,d fuf”pr  Øe esa j[kuk vfuok;Z gksxk tSls&¼Hkkjr] fnYyh½] ¼ikfdLrku] 

bLykekckn½] ¼usiky] dkBek.Mw½ vkfnA ;fn buesa ls fdUgha ,d nks tksM+ksa esa vo;oksa dk 

Øe cny tk;s rks og ;qxe fujFkZd gks tk;saxsA blh izdkj funsZ'kkad T;kferh esa ;fn 

fdlh fcUnq dks Øfer ;qxe �
	�� ls n'kkZ;k x;k gks rks bldk vFkZ gS fd ml fcUnq 

dk � funsZ'kkad 
 rFkk ��funsZ'kkad � gSA vc ;fn bl Øfer ;qxe dk Øe cnydj 

��	
� fy[k nsa rks ;g ,d fHkUu fcUnq dks bafxr djsxk ftldk � funsZ'kkad � rFkk � 

funsZ'kad 
 gksxkA vFkkZr Øfer ;qxe ��	 ���≠ ��	��A Øfer ;qxe ��	 ���Øfer 

;qxe ¼�	 �� ds cjkcj rHkh gksxk tc � � gksA blh izdkj ��	 �� ��

A 

B 

         A

A 
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���	���⇔�� � �� rFkk � � �A Øfer ;qxeksa dh ;g vo/kkj.kk nks ls vf/kd 

vo;oksa okys leqP;ksa ij Hkh ykxw gksrh gS rFkk bUgsa Øfer leqPp Hkh dgrs gSaA  

1-5-2 dkrhZ; xq.ku%& 

;fn leqPp � � ���� rFkk leqPp; � � ���� tgka � � �	
	�� � � � � �� rFkk 

� � �	
	�� � � � ���gks rks � ��� � � ��� 	 ���	 tgka ��∈ rFkk ��∈� rFkk 

��� 	 ��� Øfer ;qxe gSA bl izdkj ��� ��	 �� ds lHkh lEHko Øfer ;qxeksa dk 

,d leqPp; gksrk gS ftls ��Økl � i<+rs gS rFkk ��rFkk � dk dkrhZ; xq.kuQy 

dgrs gSA ftldk ukedj.k xf.krK] nk'kZfud ������������������ ds ukes ij 

fd;k x;k gSA  

mnkgj.k% ;fn leqPp � � ��	�� rFkk leqPp; � � �
	�	�� rks ��� ,sls 

Øfer ;qxeksa dk leqPp; gksxk ftudk igyk vo;o leqPp; ��dk lnL; gks rFkk 

nwljk vo;o leqPp; � dk vo;o gks vFkkZr ��� � ���	
�	 
��	��	 ��	��	 ��	
�	 ��	��	 ��	�� ;gka A esa nks vo;o rFkk � esa rhu vo;o gS 

Qyr% ��� esa N% vo;o gS vFkkZr ;fn � � ���� tgk¡ � � �	
	�� � � � �� rFkk 

� � ����  tgka � � �	
	�� � � � � �� gks rks leqPp; ��� esa ��� vo;o ¼Øfer 

;qxe½ gksaxsA ;gka ;g /;ku nsus ;ksx; gS fd ���≠���� D;ksafd ��� � ��� 	 ��� 
tcfd ��� � ���� 	���� ftls ge Øfer ;qxe dh vo/kkj.kk esa fn;s x;s funsZ'kkad 

T;kfefr ds mnkgj.k ls Hkyh izdkj le> ldrs gSaA ;fn ge vius nk;js dks O;kid 

cuk;s vkSj ;g eku ysa fd a rFkk � okLrfod la[;k;sa gS rks ge dgsaxs fd a∈� rFkk 

�∈� rFkk dkrhZ; xq.kuQy ��� � ���	 �����∈��rFkk �∈�� tks okLrfod ekuksa 

okys vo;oksa ds lHkh Øfer ;qxeksa ds leqPp; dks iznf'kZr djsxkA buesa ls izR;sd Øfer 

;qxe dkrhZ; funsZ'kkad lery ij ,d vf}rh; fcUnq dks bafxr djrk gSA blh izdkj] 

dkrhZ; lery dk izR;sd fcUnq ds vuq:i ,d vf}rh; Øfer ;qxe izkIr gksrk gSA ;fn 

vc ge leqPp; � dks � funsZ'kkadksa dk leqPp; vkSj � dks �  funsZ'kkadksa dk leqPp; 
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eku ys rks mDr dkrhZ; xq.kuQy ��� dks ge ��� � ���	 ������� rFkk ���� 
fy[k ldrs gSa ftls fuEu fp= }kjk le>k fd;k tk ldrk gSA  

       bl nksgjh vf};rrk ds dkj.k dkrhZ; xq.kuQy esa Øfer ;qxeksa ds leqPp; 

rFkk ledks.kh; funsZ'kkad lery ds fcUnqvksa ds chp ,dSdh vuq:irk 

¼���� � ���� ����! ������� gksrh gSA bl vo/kkj.kk dk foLrkj djds ge 

rhu leqPp;ksa �	�	 rFkk" z esa dkrhZ; xq.kuQy ����� Z dks ifjHkkf"kr dj ldrs gS 

ftldk izR;sd f=&vo;o;h ;qxe f=vk;keh O;ki 

�#���� � ������� ��$�%!���� ds ,d vf}rh; fcUnq dks fufnZ"V djsxkA 

1-5-3 lEcU/k%&Øfer ;qxeksa ds fo"k; esa v/;;u djus ds i'pkr ge ;g dg ldrs gSa 

fd Øfer ;qxeksa ds leqPp; esa dqN vFkok lHkh Øfer ;qxe ,sls gks ldrs gS ftuds 

vo;oksa ds e/; ,d fuf”pr  lEcU/k LFkkfir fd;k tk ldrk gSA mnkgj.kkFkZ ;fn ge 

fiNys vuqPNsn esa nsa[ksa rks ¼Hkkjr] ubZ fnYyh½] ¼ikfdLrku] bLykekckn½ vkfn lHkh 

Øfer ;qxeksa ds vo;oksa ds chp ,d fuf”pr  lEcU/k ns'k vkSj mldh jkt/kkuh gSA 

blh izdkj nwljs mnkgj.k esa leqPp; ����ds Øfer ;qxeksa 

���	
�	 ��	��	 ��	���rFkk ��	��� dks ysdj ,d ,slk mileqPp;S�� cuk;k    tk 

ldrk gS ftlds lnL; lHkh Øfer ;qxeksa ds izFke ,oa f}rh; vo;o ds chp ,d 

fuf”pr  lEcU/k � ifjHkkf"kr gksrk gSA ftls �� � �� tgk¡ a�∈� rFkk �∈� ds }kjk 

O;Dr fd;k tkrk gSA 

O;kid :i eas ;fn ��	 �� ds vo;o � a vkSj � fdlh lEcU/k � ls tqM+s gSa rks 

bls a��� fy[kk tkrk gS rFkk bls � a laca/k � i<+rs gSA ;fn a� vkSj � lEcU/k ��ls 

lEcfU/kr ugha gS rks bls ��� ls fu:fir djrs gSa vkSj �� ugha lEcfU/kr �� i<+rs gSaA 
mnkgj.k ds fy, ��� ds os lnL; tks mileqPp;S ds lnL; ugha gSa& ���	
� rFkk 

��	��� mijksDr lEcU/k � ls lEcfU/kr ugha gSA vr% ge bUgsa 5�2 rFkk 5�4 fy[k 

ldrs gSaA 
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1-5-2 esa 

mnkgj.k dks y

mDr mnkgj.k 

pjksa ds okLrfod

vusd ,sls mil

chp ,d fuf”pr

mnkgj.

&'1, '1*, &
� + � ds fcUn

lnL; &2,6*,
*, &'1, '6*
� + 3� ds fc

fd;k x;k gS] }

mijksDr nksuks g

gSA tgka � 0
de vusd eku 

vf}rh; eku g

pj dk ,d v
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2 esa dkrhZ; funsZ'kkad lery ij � rFkk � funsZ'kkad

ks ysdj lEcU/k dh vo/kkj.kk dks vf/kd O;kidrk ls 

.k esa dkrhZ; xq.kuQy ��� + 	&�, �*;  �∈� rFk

rfod ekuksa okys lHkh lEHko Øfer ;qxeksa dk leqPp;

mileqPp; cuk;s tk ldrs gSa ftuds lnL; Øfer 

f”pr  lEcU/k gksA  

gj.k ds fy,% leqPp; 	&�, �*;  � + �
 ds 

&'2, '2* vkfn lnL; gksaxsaA xzkQh; n`f"V ls 

fcUnqvksa dk leqPp; gksxkA blh izdkj leqPp; 	&�,
, &2,2*, &2, '1*, &1,3*, &1,1
*, &'1, '9*  bR;kfn gksaxsA lkewfgd :i ls f

s fcUnqvksa rFkk mlds uhps vkus okys {ks= esa lHkh fc

S] }kjk iznf'kZr gksaxsaA 

      

ks gh mnkgj.k esa � rFkk � pjksa ds chp ,d fuf”pr

0  3� lEcU/k esa � ds ,d gh eku tSls&2 ds fy,

eku izkIr gksaxsA ogha � + � lEcU/k esa � ds izR;sd ek

 gh izkIr gksxkA ,sls lEcU/k ftuesa � pj ds fdlh 

 vf}rh; eku gh izkIr gksrk gS mUgsa QyukRed l

                                                              MAEC104 

                           ���

sZ'kkadksa ds Øfer ;qxe ds 

ls le>k tk ldrk gSA 

rFkk �∈�
 � rFkk � 

eqPp; gSA bl leqPP; ds 

er ;qxeksa ds vo;oksa ds 

s &2,2*, &1,1*, &0,0*,�
ls ;g ,d ljy js[kk 

�*;  � 0 3�
 ftlds 

1*, &1, '2* &'1, '3 

s fp= esa vafdr js[kk 

kh fcUnq] ftUgsa vkPNkfnr 

 

pr  fdUrq i`Fkd lEcU/k 

fy, � ds 6 vkSj mlls 

 eku ds fy, � dk ,d 

lh ,d eku ds fy, � 

 lEcU/k dgrs gSa ftls 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   �	�

� � 4����fy[krs gSa ftlds ckjs esa ge vxyh bdkbZ esa foLrkj ls v/;;u djsxsasaA 

blds foijhr] �� � ��� ,d lEcU/k rks gS fdUrq ,d QyukRed lEcU/k ugha gSA

1-6 vH;kl iz”u 

1- fuEufyf[kr leqPp;ksa dks izrhdkRed Hkk’kk esa fyf[k, 

   d½ � ls cMh �� ls NksVs /ku iw.kkZadks dk leqPp;  

   [k½ � ls cMh 
� ls NksVh ifjes; la[;kvksa dk  leqPp;  

   x½ lHkh xSj&_.kkRed iw.kkZadks dk leqPp; 

   ?k½ d`f’k esa iz;ksx gksus okyh vkxrksa dk leqPp; 

   M½ Øfer ;qxeksa dk leqPp; ftuds vo;o ifjes; la[;k gSA 

2- fjDr LFkkuksa dks Hkfj,A 

d½ ���  ,d ----------------------------- la[;k gSA 

 [k½ “kwU; ,d --------------------------- iw.kkZad gSA 

 x½ lHkh ------------------------------- la[;k,a iw.kkZad gksrh gSaA 

 ?k½ lHkh iw.kkZad] ifjes;] rFkk vifjes; la[;k,a feydj ----------------la[;kvksa dk 

leqPp; cukrh gSaA 

M-½ nks leqPp;ks ds izfrPNsn esa nksuksa leqPp;ksa ds -----------------------------vo;o gksrs 

gSA 

     Pk½ nks leqPp;kas dk vUrj izFke leqPp; esa ls -------------------------------------- 

    vo;oksa dks gVkdj izkIr fd;k tkrk gSA 

     N½ fdlh leqPp; ds lHkh lEHko mileqPp;ksa ds leqPp; dks --------------------- 

     dgrs gSaA 

     t½ fola?khr leqPp;ksa dk izfrPNsn --------------------------------------gksrk gSA 

     >½ ftl leqPp; esa dksbZ Hkh vo;o ugha gksrk mls -------------------------------  

   dgrs gS rFkk bls -------------------------------------- }kjk fn[kkrs gSA 

¼¥½ ;fn � rFkk � nks leqPp; gksa rks ���� � � � � � � � � � � � � � � � � ��dks iznf'kZr djrk gSA 
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��� ;fn � � ��	�	�	�� rFkk � �� �
	�	�	�	�� rks fuEu leqPp;ksa dks izkIr 

dhft,A 

 ¼d½ ���	 �� � �� � ��� 
¼[k½ ���	 ������ � ��� 
¼x½ 	&�	 �*����  ��
 
¼?k½ ���	 �����
 � �� 

4- ;fn �� � � ��	�	�	�	�	
	!�	�� � � �
	�	�	
	�"� rks Kkr dfj, rFkk osu  

vkjs[k  fufEkZr djsaA 

d- ������
[k- �� � �� 

x- ��� ��  

1-7 lkjka”k 

bl bdkbZ ds v/;;u ds ckn ;g Li’V gks tkrk gS fd fdlh Hkh okLrfod fLFkfr ds 

ifjek.k dks okLrfod vad iz.kkyh }kjk O;Dr fd;k tkrk gSA lHkh izkd`frd la[;k,¡] 

iw.kkZad] ifjes; o vifjes; la[;k,¡ okLrfod vad iz.kkyh ds vax gSA leqPp; fl)kUr 

rFkk leqPp;ksa ds chp lEcU/k dks le>us esa okLrfod vad iz.kkyh dk egRoiw.kZ ;ksxnku 

gSA leqPp; dh ifjHkk’kk ls ge ;g le> lds gS fd fdlh fof”k’V lqifjHkkf’kr vk/kkjksa 

ij vusd oLrqvksa dks ,d lewg esa j[kk tk ldrk gS rFkk lqifjHkkf’kr vk/kkj esa 

ifjorZu djds mileqPp;ksa dk fuekZ.k fd;k tk ldrk gSA blds vfrfjDr fofHkUu 

izdkj ds leqPp;ksa tSls ?kkr leqPp;] fola?khr leqPp;] iwjd leqPp; vkfn ls ifjfpr 

gq, gS] leqPp;ksa ds chp vusd lafØ;k,¡ tSls la?k] izfrPNsn] varj vkfn ls Hkh ge 

ifjfpr gq, gSA 

1-7 “kCnkoyh 

vad iz.kkyh%& x.kuk ds fy, fodflr “kkL=& xf.kr dk ewy vk/kkj vad iz.kkyh gS( 

ftl ds }kjk vadks dk Øe o eku fu/kkZfjr gksrk gSA 

vo;o%& leqPp; ds lnL;ksa dks vo;o dgrs gSA 
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ifjfer%& ftldk nk;jk fuf”pr gS rFkk ftldh x.kuk djuk lEHko gSA 

vifjfer%& ftldk nk;jk fu/kkZfjr u gks rFkk ftldh x.kuk djuk vlEHko gksA 

1-8 vH;kl iz”u ds mRrj  

1- ¼d½ %� � � �� � �����5�rFkk �� � ��� � ���� 
¼[k½ %� � � �� � �����6 rFkk �� � ��� � �
���
¼x½�%� � � �� � �����5�rFkk  ����5� 
¼?k½ %� � � �� � �� d`f’k esa mRiknu ds fy, mi;ksx dh tkus okyh oLrq gS 

;Fkk [kkn] Hkwfe] flapkbZ] cht] Je] ÅtkZ@i”kqcy] dhVuk”kd@rduhfd ,oa midj.k] 

vU; mi;ksxh jlk;uA� 

¼M½ 6�6 � ���	 �� � ��∈6 rFkk �∈6��
s2- ¼d½ ifjes; ¼?k½ okLrfod ¼N½?kkr leqPp; 

  ¼[k½ vf}rh; ¼M-½ mHk;fu’B ¼t½ fjDr leqPp; 

  ¼x½ izkd`frd  ¼p½ mHk;fu’B ¼>½ fjDr leqPp;]  

�¥� dkrhZ; xq.kuQy 

3-¼d½ ���	��	 ��	��	 ��	���� 

 ¼[k½	&�	
*	 &�	�*	 &�	�*&�	�*&�	�*&�	�*	 &�	�*	 &�	�*&�	�*
 
  ¼x½ &�	
*&�	�*&�	�*&�	
*&�	�*&�	�*��	�� 
  ¼?k½ φ  

4- ¼d½ ������ � � ��	
	�	�	�	�	�	
	!	�"� 
vkPNkfnr {ks=  ���� 
dks n”kkZrk gSA 

 

 

 

¼[k½ � � �� � � ��	
��

A  

1,3,5,   6, 

7,9        8

       B 

     2,4,10 

  

      A∩B 

       6,8 
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 vkPNkfnr {ks= 7 � 8 dks n”kkZrk gSA 

  ¼x½ � � �� � � ��	�	�	�	!� 
 

 

 

 

                        

 vkPNkfnr {ks= 7� 8 dks n”kkZrk gSA 

1-9 lanHkZ xzUFk%& 

1- ����������� � ����	�
����
������	����������
�����
������
���� ���������� �������

2- egs”k pUnz( esgjks=k] izdk”k ukjk;.k( vFkZ”kkL=h; xf.kr( mRrj izns”k fgUnh xzaFk 

vdkneh] y[kuÅA 

1-10 lgk;d xzUFk%& 

1- feJ] ts-ih-] xf.krh; vFkZ”kkL=] lfgR;Hkou ifCyds”kuA 

2- ������	�
��� � ��
������������������������������������������������������
���
3- vxzoky] Mh-vkj-( xf.krh; vFkZ”kkL=] o`Unk ifCyds”kUlA 

4- esgrk] ch-lh- ,oa enukuh] th-,e-ds( vFkZ”kkL= esa izkjfEHkd xf.kr( y{ehukjk;.k 

vxzoky ifCyds”kUlA 

5- ������������	���	���
������� ������
��
�����������

�����
��������������
���
����

1-11 fucU/kkRed iz”u%  

¼1½ okLrfod la[;kvksa dh vo/kkj.kk dks Li’V dhft,A  

 ¼2½ iw.kkZad dks mnkgj.k ns dj le>kb;sA  

¼3½ fuEu dks ifjHkkf’kr dhft,%& 

  d- le’Vh; leqPp;   [k- mi leqPp; 

  x- iwjd leqPp;      ?k- fola?khr leqPp; 

�4½ lEcU/k ls vki D;k ler>rs gSa mnkgj.k dh lgk;rk ls lEcU/k vkSj QyukRed 

lEcU/k esa Hksn dhft,A 

A-B 

1,3,5,7,9 
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bdkbZ 2 %&Qyu ,oa muds vkfFkZd vuqiz;ksx 

bdkbZ lajpuk 

2-1 izLrkouk 

2-2 mn~ns”; 

2-3 pj 

2-4 vpj 

2-5 lEcU/k 

2-5-1 xSj& QyukRed lEcU/k 

2-5-2 QyukRed lEcU/k 

2-5-3 Qyuksa ds izdkj 

2-5-4 Qyuksa dk js[kkfp=h; fu:i.k  

2-6 lkjka”k 

2-7 “kCnkoyh 

2-8 vH;kl iz”u 

2-9 vH;kl iz”uksa ds mRrj  

2-10 lUnHkZ xzUFk  

2-11 lgk;d xzUFk  

2-12 fucU/kkRed iz”u 
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2-1 izLrkouk 

nks ifjorZu”khy jkf”k;ksa ds chp fØ;k”khy dkj.k dk;Z vFkok dkjd&ifj.kke lEcU/k dh 

lEiw.kZ ¼fn”kk ,oa ifjek.kkRed Lo:i nksuksa gh i{kksa dks lekfo’V djrs gq,½ O;k[;k 

djus esa xf.kr dh Qyu ,oa QyukRed lEcU/k dh vo/kkj.kk vR;ar mi;ksxh fl) gqbZ 

gSA izk;% ,d gh dk;Z dk lEiknu vusd dkjdksa dk leosr izHkko gksrk gSA euq’; ,oa 

lekt ds thou ds lHkh ugha rks vf/kdka”k fo’k; ;k ckrsa fo”ks’kdj vkfFkZd fo’k; ;k 

ckrsa lrr~ ifjorZu”khyrk dk ifjp; nsrs vk, gSaA vkfFkZd thou ls tqMs vusd ,sls 

fo’k; gS ftudh ifjek.kkRed eki lEHko gksrh gS vkSj tks ifjorZu”khy gksrh gSa] budks 

vkfFkZd pj ds :i esa ns[kk tkrk gSA ;g vkfFkZd ljy@tfVy] pj@dkjd ifj.kke 

lEcU/kksa dh vusd Jà[kyk,¡ mRiUu dj QyukRed lEcU/kksa dk ,d edMtky rS;kj dj 

nsrs gSA vFkZ”kkL= vkfFkZd pjksa ds chp fØ;k”khy dkjd ifj.kke lEcU/kksa ls cqus 

edMtky ds euq’; dh fu.kZ; izfØ;k ,oa vkfFkZd O;ogkj ij iMus okys leosr izHkkoksa 

dh tfVyrk dks ljy cuk dj ,d&,d djds le>us o bl le> ds vk/kkj ij 

Hkfo’; esa mRiUu gksus okyh vkfFkZd pqukSfr;ksa ds izfr euq’; ,oa lekt dks lpsr djus 

rFkk orZeku vkSj Hkfo’; dh vkfFkZd pqukSfr;ksa ds dY;k.kdkjh lek/kku <wa<us ds 

pukSrhiw.kZ nkf;Ro dks Lohdkj djrk gSA vFkZ”kkL= }kjk bl pqukSrhiw.kZ nkf;Ro ds 

lQyrkiw.kZ fuoZgu esa xf.kr ds Qyu ,oa QyukRed lEcU/k dk ,d midj.k ds :i 

esa egrh ;ksxnku jgk gSA 

2-2 mn~ns”; 

Qyu ,oa QyukRed lEcU/k ls vkidks lqifjfpr djkus ds ihNs fuEu mn~ns”; gSA 

d½ fofHkUu vkfFkZd fo’k;ksa ;Fkk ekax] iwfrZ] ewY;] vk;] mRiknu bR;kfn dh ifjorZu”khy 

izd`fr ds ifjek.kkRed Lo:i dks vki vklkuh ls le> ldsaA 

[k½ fofHkUu vkfFkZd pjksa ds chp fØ;k”khy dkjd&ifj.kke lEcU/kksa dks Hkyh izdkj 

le>dj bu lEcU/kksa ds vk/kkj ij izfrikfnr vkfFkZd fl)kUrks dks vkRelkr dj lds 

rFkk vkfFkZd QyukRed lEcU/kksa ij vk/kkfjr vkfFkZd lan”kksZ dh dk;Z iz.kkyh dh 

xw<rkvksa dks lgtrk ls le> ldsaA 
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2-3 pj   

 pj laLd`r Hkk’kk dk “kCn gSA pj ls vk”k; ml oLrq ls gS tks pjk;eku vFkok 

ifjorZu”khy gksrh gSA xf.kr esa ,sls vusd mnkgj.k gSa ftuds eku ;k ifjek.k 

ifjorZu”khy gks ldrs gSa] tSls%& iw.kkZad dk eku &578]&189]&5] 0] 23] 94------------------------

-vkfn dqN Hkh gks ldrk gSA blh izdkj O;ogkfjd thou esa Hkh pj ds vusd mnkgj.k 

feyrs gS tSls%& tkuoj&pwgk] fcYyh] gkFkh vkfn dqN Hkh gks ldrk gSA bl izdkj *pj 

og oLrq gS ftldk eku ;k ifjek.k ifjorZu”khy gks ldrk gS*A vFkkZr~] pj og gS tks 

fofHkUu ekuksa dks /kkj.k dj ldrk gSA oLrqr% pj ds ek/;e ls ,d iwjs lewg vFkok 

leqPp; dks bafxr fd;k tkrk gSA vius blh xq.k ds dkj.k vFkZ”kkL= esa bldh 

mi;ksfxrk cu tkrh gSA mnkgj.k ds fy, ewY;] ykHk] vkxe] mi;ksfxrk] miHkksx Lrj] 

jk’Vªh; vk;] fuos”k] vk;kr fu;kZr vkfn lHkh lanHkZ ,oa le; ds lkFk fHkUu&fHkUu eku 

/kkj.k djrs gSaA pw¡fd izR;sd pj fofHkUu eku /kkj.k dj ldrk gS blfy, pj dks la[;k 

ds LFkku ij *izrhd* }kjk O;Dr fd;k tkrk gS] ;Fkk ewY; dks P] ykHk dks π] vkxe dks 

R, ykxr dks C, mi;ksfxrk dks U] miHkksx Lrj dks C] jk’Vªh; vk; dks Y] fuos”k 

dks I] vk;kr dks M] fu;kZr dks X] vkfn ls n”kkZ;k tkrk gSA gkykafd] tc ge P = 

7, C = 35 ;k Y = 100 fy[krs gSa rks oLrqr% ge ,d fo”ks’k fLFkfr esa bu pjksa ds 

fu/kkZfjr fof”k’V ekuksa dk ¼mi;qDr :i ls p;fur bdkb;ksa esa ½ mYys[k dj jgs gksrs 

gSA 

2-3-1 vUr% pj %& os pj ftudk eku xf.krh; lan”kZ dh vUr% “kfDr;ksa }kjk fu/kkZfjr 

gksrk gS vFkkZr ftu pjksa ds ekukssa ;k ifjek.kksa dk fu/kkZj.k lan”kZ ds Hkhrj gksrk gS mUgsa 

vUr% pj dgrs gSaA tSls& cktkj ewY; P dk fu/kkZj.k cktkj dh vkUrfjd “kfDr;ksa ¼ek¡x 

,oa iwfrZ½ }kjk gksrk gSA vr% cktkj fo”ys’k.k esa ewY; ,d vUr% pj gSA vFkkZr~ vUr% pj 

os pj gSa ftudk eku lan”kZ dks gy djus ls izkIr gksrk gSA  

2-3-2 cká pj %& os pj ftudk fu/kkZj.k lan”kZ dh vkUrfjd “kfDr;ksa }kjk ugha gksrk 

vfirq izk;% ftudk mi;ksx djds lan”kZ dks gy fd;k tkrk gS vkSj vUr% pj dk 

fu/kkZj.k gksrk gSA mnkgj.kkFkZ& ,d miHkksDrk ds fy, cktkj ewY; ,d cká pj gS 

D;w¡fd ,d vdsyk miHkksDrk cktkj ewY; dks ifjofrZr ugha djk ldrkA vFkkZr 
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miHkksDrk O;ogkj esa miHkksx Lrj fu/kkZj.k dh n`f’V ls cktkj ewY; fn;k gqvk gksrk gS 

rFkk miHkksx Lrj bl fn, gq, cktkj ewY; }kjk fu/kkZfjr gksrk gSA bl izdkj ;g Hkh 

Li’V gks tkrk gS fd ,d pj tks ,d lanHkZ ds fy, var% pj gS nwljs lanHkZ ds fy, 

cká pj gks ldrk gS vFkkZr~ lanHkZ cnyus ij pj dh Hkwfedk Hkh cny ldrh gSA 

2-4 vpj   

pj ds foijhr vpj og jkf”k;k¡ gksrh gSa ftuds ifjek.k vFkok eku esa ifjfLFkfr vFkok 

lanHkZ cnyus ij Hkh ifjorZu ugha gksrk gSA tSls%& xq:Rokd’kZ.k fu;arkd g = 9.8 

eh0@ls2] π = 3-14] bR;kfnA 

 vFkZ”kkL= esa Hkh vpj jkf”k ds mnkgj.k feyrs gS] tSls& fLFkj ykxr] Lok;Rr 

miHkksx] Lok;RRk fuos”k vkfnA 

2-4-1 xqq.kkad   %& izk;% pj fLFkjkadksa vFkok vpjksa ds lkFk la;qDr :i ls iz;ksx fd, 

tkrs gSa tSls& 0-7 Y, 5P vkfnA ,slh vpj jkf”k;ksa dks xqq.kkad   dgk tkrk gSA fdUrq 

vyx&vyx fLFkfr;ksa esa xqq.kkad  ks ds eku vyx&vyx gks ldrs gS vr% bu xqq.kkad  ksa 

dks O;kidrk nsus ds fy, fuf”pr la[;kvksa ds LFkku ij a, b, α, β, vkfn izrhdksa ls 

n”kkZ;k tkrk gSA mnkgj.kkFkZ 5 P ds LFkku ij aP ;k 0-7 Y ds LFkku ij cY fy[kk 

tkrk gSA ;s izrhd bl vFkZ esa vuks[ks gksrs gSa fd ;s ,d vpj jkf”k dk izfrfuf/kRo 

djrs gS rFkkfi buds fy, dksbZ loZFkk fuf”pr eku iznku ugha fd;k x;k gSA ;g ,d 

,sls vpj ;k fLFkjkad gS tks pj gksrs gSaA buds bl fof”k’V xq.k dks Li’V igpku nsus 

ds fy, bUgs *ifjekid fLFkjkad* vFkok ek= *ifjekid* dgrs gSA 

2-5 lEcU/k   

pj fo”ys’k.k ds vUrZxr ge lEcU/kksa dk v/;;u djrs gSaA ;gk¡ ;g Li’V djuk 

vko”;d gS fd pj fo”ys’k.k ds vUrxZr fdlh ,d pj ds eku esa gksus okys ifjorZuksa 

dk v/;;u ugha fd;k tkrk oju nks ;k nks ls vf/kd pjksa ds chp ds lEcU/kksa dk 

v/;;u fd;k tkrk gSA tSls& Y = 2X, Y= X
2
,  

Y = +√X bR;kfnA xf.krh; lEcU/k nks izdkj ds gksrs gSa&  

(i) xSj&QyukRed     (ii)QyukRed 
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2.5.1 xSj&QyukRed%& pjksa ds chp ds ,sls lEcU/k ftuls vf}rh; ifj.kke feyuk 

lqfuf”pr u gks rFkk ftlds QyLo:i pjksa ds chp dkj.k&dk;Z lEcU/k LFkkfir djuk 

lEHko u gks tSls%& Y = +√X ; X dk eku  4 gksus ij Y dk eku +2 Hkh gks ldrk gS 

rFkk &2 Hkh gks ldrk gS vFkkZr~ ifj.kke (Y) vf}rh; ugha gSA blh izdkj ykWVjh dk 

fVdV [kjhnus ij bZuke fey Hkh ldrk gS vkSj ugha Hkh fey ldrk gS vFkkZr ifj.kke 

vf}rh; ugha gSA  

2-5-2 QyukRed lEcU/k%& pjksa ds e/; ,slk lEcU/k ftlesa ,d pj ;k ,d ls vf/kd 

pjksa ds eku }kjk fdlh fn, gq, pj ds eku dk vf}rh; fu/kkZj.k gksrk gks mls 

QyukRed lEcU/k dgrs gSaA QyukRed lEcU/kksa esa ,d lqLi’V dkj.k&dk;Z lEcU/k 

fufgr gksrk gSA tSls Y = 2x blh izdkj ;g dFku fd dksbZ O;fDr vius [ksr ij 

ftruh vPNh fdLe ds cht dk iz;ksx djsxk ¼flapkbZ] [kkn ,oa [ksrh dh ns[kHkky vkfn 

leku jgus ij½ izfr ,dM+ Qly dk mRiknu mruk gh vPNk gksxkA 

 mijksDr mnkgj.kksa esa Y dk eku X ij fuHkZj dj jgk gS rFkk mRiknu dh ek=k 

cht dh fdLeksa ij fuHkZj dj jgh gS] vFkkZr Y vkSj Qly ds mRiknu dk eku Øe”k% 

X ds eku rFkk cht dh fdLe ij vkfJr gSaA fdlh QyukRed lEcU/k esa os pj 

ftudk ifjek.k vFkok eku fdlh vU; pj vFkok pjksa ds ekuksa ij fuHkZj djrk gS 

mudks vkfJr pj dgrs gSaA vkfJr pjksa ds eku dk fu/kkZj.k QyukRed lEcU/k dks gy 

djus ds ifj.kkeLo:i gksrk gSA blh dkj.k bUgs Qyu Hkh dgrs gSA ,d QyukRed 

lEcU/k esa vkfJr pj ml QyukRed lEcU/k dk vUr% pj gksrk gSA blds foijhr 

QyukRed lEcU/k esa iz;ksx gksus okys os pj ftuds ifjek.k vFkok eku dk fu/kkZj.k 

QyukRed lEcU/kksa dh lhekvksa ds ckgj gksrk gS ;k nwljs “kCnksa esa tks viuk eku ;k 

ifjek.k LorU= :i ls /kkj.k djrs gSa mUgsa LorU= pj dgrs gSaA fdlh QyukRed 

lEcU/k esa iz;ksx gksus okys LorU= pj ml QyukRed lEcU/k ds fy, cká pj gksrs gSaA 

pgk¡ ;g /;ku nsus dh ckr gS fd ,d QyukRed lEcU/k ds lUnHkZ esa tks pj *LorU= 

pj* gksrk gS nwljs QyukRed lEcU/k ds lUnHkZ esa vkfJr pj gks ldrk gSA 
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,d QyukRed lEcU/k esa LorU= pjksa dh la[;k ,d ls vf/kd gks ldrh gS fdUrq 

vkfJr pj ,d gh gksrk gSA 

 QyukRed lEcU/k dks lakdsfrd :i esa fuEuor n”kkZ;k tkrk gS%& 

Y= f(X) tgk¡ Y= Qyu ;k vkfJr pj  

X = LorU= pj rFkk f QyukRed lEcU/k dks n”kkZrk gSA ftls *Y¼pj½] X¼pj½ dk 

Qyu gS* i<+rs gSaA  

;fn LorU= pjksa dh la[;k n gks rks QyukRed lEcU/k dks fuEuor fy[krs gSa&  

 Y = f(x1, x2,- - - - - - - - - - - - -xn)  

;g lEHko gS fd LorU= pj ds ,d ls vf/kd ekuksa ds fy, vkfJr pj dk ,d gh eku 

izkIr gks( egRoiw.kZ ;g gS fd QyukRed lEcU/k es LorU= pj ds izR;sd eku ds fy, 

vkfJr pj dk ,d vf}rh; eku gksrk gSA fdUrq ;g vko”;d ugha gS fd bldk 

O;qRØe Hkh lR; gksA ftu QyukRed lEcU/kksa dk O;qRØe Hkh ,d QyukRed lEcU/k 

gksrk gS mUgsa O;qRØe (inverse) Qyu dgrs gSaA 

,d fn, gq, lUnHkZ esa LorU= pj X ds lHkh /kkj.kh; ekuksa ds leqPp; dks Mksesu 

(Domain) dgrs gSaA LorU= pj X ds izR;sd eku ds fy, Y dk ,d vf}rh; eku 

gksrk gS] Y ds bl eku dks X ds eku dk fcac dgrs gSaA ;g fcac ftl leqPp; ds 

vo;o gksrs gS ml leqPp; dks ifjlj dgrs gSA ifjlj esa dqN ,sls vo;o gks ldrs gS 

tks Mksesu ds fdlh Hkh vo;o dk fcac u gksA 

gekjs nSuafnu thou esa ?kfVr gksus okys vkfFkZd O;ogkj ds lehdj.k lkekU;r;k 

QyukRed lEcU/k gksrs gSa ftUgsa vk/kkj cukdj vkfFkZd lan”kksZa dk fuekZ.k rFkk vkfFkZd 

fl)kUrksa dk izfriknu fd;k tkrk gSA pw¡fd vf/kdka”k vkfFkZd pj LoHkkor% xSj 

_.kkRed okLrfod vadksa dh lhek ls ca/ks gksrs gSa Qyr% vf/kdka”k vkfFkZd lan”kksZ ;k 

QyukRed lEcU/kksa ds Mksesu Hkh bl lhek ls caf/kr gksrs gSaA 

2-5-3 Qyuksa ds izdkj %& izR;sd Qyu esa vUrfuZfgr QyukRed lEcU/k dh O;k[;k 

ml lEcU/k dks O;Dr djus okyh xf.krh; izfØ;k ij vk/kkfjr ,d fuf”pr lehdj.k 

ds }kjk dh tkrh gSA mnkgj.kkFkZ& 
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(i) Y = f(X) : Y = mX + c 

(ii) Y = f(X) : Y = a0 + a1 X + a2X
2
 + - - - - - - - anX

n

(iii) Y = f(X) : Y = a log X vkfnA 

vr% QyukRed lEcU/k esa vUrfuZfgr xf.krh; lafØ;k ds vk/kkj ij Qyuksa dks nks 

izeq[k oxksZa esa ck¡Vk tkrk gSA  

1½ chth; Qyu    2½ vchth; Qyu 

2-5-3-1 chth; Qyu %& ftu Qyuksa esa LorU= pj o vkfJr pj ds e/; QyukRed 

lEcU/k dks chtxf.krh; lafØ;kvksa ds }kjk iw.kZr% O;Dr fd;k tk ldrk gS ,sls Qyu 

chth; Qyu gksrs gSA  

mnkgj.k ds fy, Y = f(X) : Y = a0 + a1 X + a2X
2 
+ - - - - - - - anX

n 

chth; Qyuksa dks iqu% mioxkZsa esa fuEu izdkj oxhZdr̀ fd;k tkrk gSA  

2-5-3-1-1 vpj Qyu% ,sls Qyu ftuesa LorU= pj ds lHkh ekuksa ds fy, vkfJr pj ;k 

Qyu dk ,d fuf”pr eku gksrk gS mUgsa vpj Qyu dgrs gSaA  

mnkgj.kkFkZ%& Y = f(X) : Y = 10 (X ds lHkh ekuksa ds fy,½ vFkkZr X ds eku 

ifjofrZr gksus ds i”pkr~ Hkh Y dk eku 10 fLFkj cuk jgrk gSA nwljs “kCnksa esa vpj 

Qyuksa ds xzQh; fu:i.k ls v{k ds lekukUrj ,d ljy js[kk izkIr gksrh gSA 

 jk’Vªh; vk; ds lan”kZ esa tc fofu;ksx cká :i ls fn;k gksrk gS rks fofu;ksx 

Qyu I = I0  ;k I = j 2 yk[k djksM+ gks ldrk gSA tks vpj Qyu dk ,d mnkgj.k 

gSA blh izdkj fLFkj ykxr FC = f(q); FC = j 100 djksM vpj Qyu dk mnkgj.k 

gSA 

2-5-3-1-2 jSf[kd Qyu %& jSf[kd Qyu ,d ?kkrh; Qyu gksrs gS ftuds fdlh Hkh in 

dk vf/kdre ?kkrkad ,d gksrkA jSf[kd Qyuksa ds izR;sd fcUnq ij Qyu dh izo.krk 

leku jgrh gSA jSf[kd Qyuksa esa LorU= pj vkSj vkfJr pj esa gksus okys ifjorZuksa dk 

vuqikr fLFkj cuk jgrk gS vFkkZr Qyu esa ifjorZu dh nj fLFkj jgrh gSA jSf[kd 

Qyu ds xzkQh; fu:i.k ls ljy js[kk izkIr gksrh gSA 
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2-5-3-1-3 f}?kkrh; Qyu %& f}?kkrh; Qyu f}rh; ?kkr ds Qyu gksrs gS ftuds fdlh 

Hkh in dk vf/kdre ?kkrkad 2 gksrkA f}?kkrh; Qyuksa esa ifjorZu dh nj ifjorZu”khy 

gksrh gS] ,sls Qyuksa ds xzkQh; fu:i.k ls “kkado vkd`fr;k¡ ¼Conic Section)izkIr 

gksrh gSA tSls & ijoy;] o`Rr] nh?kZ o`Rr] vfr ijoy;A 

2-5-3-1-4 cgqin Qyu %& tSlk fd blds uke ls Li’V gS ,sls Qyuksa esa vusd in gksrs 

gSa bldk izR;sd in ,d xqq.kkad   ds lkFk LorU= pj dk ,d ,slk in gksrk gS ftldk 

?kkrkad xSj _.kkRed iw.kkZad gksA tSls%& 

 Y = f(X) : Y = a0 + a1X + a2X
2
 + - - - - - -+ anX

n 

ge tkurs gSa fd X
0
 = 1 ,oa X

1
 = X gksrk gS] mijksDr cgqin esa bu rRoksa dks 

lekosf”kr dj ds ;g dgk tk ldrk gS fd 

  tc n = 0 rks Y = a0 - - - - - ,d vpj Qyu gksrk gSA  

tc n = 1 rks Y = a0 + a1X - - - - - - ,d jSf[kd Qyu gksrk gSA  

 tc n = 2 rks Y = a0 + a1X + a2X
2 - - - - - -,d f}?kkrh; Qyu gksrk gSA  

blh izdkj n dk eku c<rs tkus ij c<rs ?kkrkadks ds tfVy Qyu IkzkIr gksrs gSaA 

2-5-3-2 vchth; Qyu%& ,sls Qyu ftudks ek= chth; lafØ;kvksa }kjk O;Dr djuk 

lEHko u gks rFkk ftudks O;Dr djus ds fy, pj&?kkrkadh;] y?kqxf.kdh; ;k 

f=dks.kferh; lafØ;kvksa dk lgkjk ysuk iM+rk gS] vchth; Qyu gksrs gaSA 

2-5-3-2-1 pj&?kkrkadh; Qyu%& os Qyu ftudh O;k[;k ,sls inksa dh lgk;rk ls dh 

tkrh gS ftuesa ?kkrkad esa LorU= pj dh Hkwfedk gksrh gS pj & ?kkrkadh; Qyu dgykrs 

gSA mnkgj.kkFkZ& 

Y = f(X) : Y = a
x

Y = f(t) : Y = ab
t

2-5-3-2-2 y?kqxq.kdh; Qyu%& os Qyu ftudks O;Dr djus ds fy, LorU= pj ds 

y?kqxq.kdksa dk iz;ksx fd;k tkrk gS vFkkZr ftu Qyuksa esa QyukRed lEcU/k 

y?kqxq.kdh; laØh;kvksa }kjk O;k[;kf;r gksrs gS mUgsa y?kqxq.kdh; Qyu dgrs gSaA 

mnkgj.kkFkZ& Y = f(X) : Y = a logb X 
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;k] Y = f(X) : Y = α loge X 

2-5-3-2-3 f=dks.kferh; Qyu %& os Qyu ftudks O;Dr djus ds fy, f=dks.kferh; 

lafØ;kvksa dk iz;ksx fd;k tkrk gS f=dks.kferh; Qyu dgykrs  gSaA mnkgjk.kkFkZ& 

 Y = f(x) : Y = a sin x  

;k] Y = f(x) : Y = x sin θ 

2-5-3-3 ifjes; Qyu%& os Qyu ftudks nks cgqinksa ds vuqikr ds }kjk O;Dr fd;k 

tkrk gS] mUgsa ifjes; Qyu dgrs gSaA  

tSls%& Y = f(X): Y =  a0 + a1X  ;k  

        b0 + b1X + b2X
2 

 Y = f (X): Y =  1 � X 

         1 + X + X
2 

 blh izdkj Y = 
a

X ,d fo”ks’k ifjes; Qyu gS ftldk vFkZ”kkL= esa vusd 

lanHkksZ esa iz;ksx gksrk gSA bl Qyu dks fHkUu izdkj ls X.Y = a ¼,d vpj jkf”k½ fy[kk 

tk ldrk gSA ftlds xzkQh; fu:i.k ls vfr ijoy; izkIr gksrk gS tks X rFkk Y v{k 

ij vuUr Li”khZ gksrk gSA 

ek¡x fo”ys’k.k esaa ek¡x Qyu P.Q = K; vkSlr fLFkj ykxr Qyu (AFC)  = 
FC

Q 

rFkk miHkksDrk O;ogkj esa mi;ksfxrk Qyu U0 = XY tgk¡ U0 mi;ksfxrk dk ,d 

fuf”pr Lrj gS vFkkZr~ blls ,d fuf”pr rVLFkrk oØ izkIr gksxk) bR;kfn blds 

mnkgj.k gSaA 

2-5-3-4 vifjes; Qyu%& ,sls chth; Qyu ftudks cgqin ds ewy tSls oxZewy ds }kjk 

O;Dr fd;k tkrk gS] dks vifjes; Qyu dgrs gSA 

mnkgj.kkFkZ& Y = f(x) : Y = √ax
2
 + bx + c 

2-5-3-5 vU; vk/kkjksa ij Qyuksa dk oxhZdj.k%& 

2-5-3-5-1 Li’V ,oa vLi’V Qyu %& LorU= pj ds inksa esa Qyu dks O;Dr djus dh 

Li’Vrk ds vk/kkj ij Qyuksa dks nks oxksZa esa ck¡Vk tkrk gSA 
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d½ Li’V Qyu%& Li’V Qyu os Qyu gksrs gS ftuesa Qyu ;k vkfJr pj dks 

LorU= pj ds inksa esa Li’V :i ls O;Dr fd;k tk ldrk gSA vFkkZr ,sls Qyu 

ftuesa LorU= o vkfJr pjksa dh Li’V igpku lEHko gksrh gSA mnkgj.kkFkZ& 

1- Y = f(X) : Y = a + bX 

2- Y = f(X) : Y = a0 + a1X + a2X
2
 + - - - - - - - -anX

n

3- Y : f(X) : y = a log X vkfnA 

[k½ vLi’V ;k fufgr Qyu%& vLi’V Qyu os Qyu gksrs gS ftudks LorU= pj ds 

inksa esa iw.kZ Li’Vrk ds lkFk O;Dr ugha fd;k tk ldrk gSA vFkkZr ,sls Qyu ftuesa 

LorU= o vkfJr pjksa dh Li’V igpku dj ikuk lEHko ugha gksrk gSA mnkgj.kkFkZ&

 Y = f(X) : aX
2
 + 2hXY + bY

2
 = 0 

2-5-3-5-1-1 nks vkSj nks ls vf/kd LorU= pjksa okys Qyu%& 

tSlk fd Qyu dh vo/kkj.kk dk v/;;u djrs gq, geus tkuk Fkk fd Qyu esa LorU= 

pjksa dh la[;k ,d ls vf/kd Hkh gks ldrh gS] ,slk rc gksrk gS tc fdlh Qyu dk 

eku ,d ls vf/kd ¼dkjdks½ LorU= pjksa }kjk fu/kkZfjr gksrk gS] mnkgj.k ds fy,] ;fn 

fdlh pj   eku nks LorU= pjksa X Fkk Y ij vkfJr gks rk  nks LorU= pjksa dk Qyu 

gksxk bls lkadsfrd :i ls  = f(X,Y) }kjk fn[kk;k tkrk gS] blh izdkj ;fn dksbZ pj 

Y,n LorU= pjksa ¼dkjdksa½ & X1, X2, - - - - Xn ij vkfJr gks rks Y,n LorU= pjksa 

dk Qyu gksxk ftls Y = f(X1,X2, - - - Xn) fy[kk tkrk gSA 

vFkZ”kkL= esa ,sls Qyuksa dk cgq/kk mi;ksx fd;k tkrk gS] mnkgj.k ds fy, miHkksDrk 

O;ogkj ds fl)kUr esa miHkksDrk dk mi;ksfxrk Qyu U nks oLrqvksa X rFkk Y ds 

miHkksx Lrj ij fuHkZj djrk gS ftls U = f(X, Y) fy[krs gSaA 

blh izdkj] mRiknu fl)kUr esa mRiknu Q vusd vkxrksa tSls uke (L), iw¡th (K), 

Hkwfe (N), lkgl (E), rduhfd (T) vkfn ij fuHkZj djrk gS ftls Q = 

f(L,K,N,E,T....) }kjk n”kkZ;k tkrk gSA fdUrq fo”ys’k.k dh lqfo/kk ds fy, vU; 

dkjdksa dks vifjorZuh; eku dj mRiknu dks ewyr% iw¡th vkSj Je dk Qyu ekuk 

tkrk gS ftls Q = f(L, K) }kjk n”kkZ;k tkrk gSA 
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2-5-3-512 egRoiw.kZ Qyuksa ds xzkQ%& 

 

fp= la[;k 1& jSf[kd Qyu Y=a0 + a1X 

 

 

 

 

                                              a1  

 

 

fp= la[;k 2& _.kkRed <ky dk jS[kh; Qyu Y = a0 � a1X 

 

 

 

 

 

 

fp= la[;k 3& f}rh; ?kkr ds Qyu Y = a0 + a1X + a2X
2 

 

 

 

 

fp= la[;k 4& r`rh; ?kkr dk Qyu Y = a0 + a1X + a2X
2
 + a3X

3 

;fn 
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fp= la[;k 5& vfr ijoy; Y = a/X 

 

fp= la[;k & 6 pj ?kkrkadh; Qyu Y= b
X 

 

 

 

 

 

 

                     fp= la[;k 7& y?kqxq.kdh; Qyu Y = log X

2-5-3-5-2 Qyu ds eku esa ifjorZu dh fn”kk dh lqfuf”prrk ds vk/kkj ij %& 

d½ ,dfn’V Qyu%& os Qyu ftuds eku ;k ifjek.k esa ifjorZu dh fn”kk lqfuf”pr 

gksrh gS vFkkZr ;fn Qyu dk eku c<+ jgk gksrk gS rks c<+rk gh tkrk gS vkSj ;fn ?kV 

jgk gksrk gS rks ?kVrk gh tkrk gSA nwljs “kCnksa esa] Qyu ds eku esa ifjorZu dh fn”kk 
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cnyrh ugha gS( ,sls Qyuksa dks ,d fn’V Qyu dgrs gSaA tSls%& Y = a + bX; Y = 

a � bX; Y = a
x
; vkfn] tgk¡ a,b > o 

 ,dfn’V Qyuksa dks iqu% nks oxZ esa oxhZd`r fd;k tkrk gS%& 

¼i½ ,dfn’V o/kZeku Qyu% os Qyu ftuds eku ;k ifjek.k fujUrj c<rs tkrs gSa] 

,dfn’V o/kZeku Qyu dgykrs gSaA tSls%& Y = a + bX rFkk Y = a
x vkfnA 

ns[ksa fp=%& 1 

¼ii½ ,dfn’V gzkleku%& os Qyu ftuds eku ;k ifjek.k fujUrj ?kVrs tkrs gSa] ,dfn’V 

gzkleku Qyu dgykrs gSaA tSls Y = a � bX, rFkk Y = a
-x 

 A 

ns[ksa fp= 2A 

[k½ vfn’V Qyu%& os Qyu ftuds eku ;k ifjek.k esa ifjorZu dh fn”kk lqfuf”pr 

ugha gksrh gS] vfn’V Qyu dgykrs gSaA vFkkZr~ vfn’V Qyuksa ds eku c<us ds ckn ?kVus 

yx ldrs gS vFkok ?kVus ds ckn c<us yx ldrs gSa vFkok Øe”k% dHkh ?kVrs dHkh 

c<rs gks ldrs gSaA ns[ksa fp=&4A 

 tSls%& Y = ax
2
 + bx + c ,d ijoy;kdkj Qyu dk lehdj.k gS ftlds 

eku esa ifjorZu dh fn”kk ,d lhek ds ckn cny tkrh gSA 

 blh izdkj] Y = a sinx ftldk eku �a  ls +a ds chp nksyu djrk jgrk gSA 

2-5-4 Qyuksa dk js[kkfp=h; fu:i.k%& Qyuksa esa vUrfuZfgr QyukRed lEcU/kksa dks 

js[kkfp= }kjk lgtrk ls Li’V fd;k tk ldrk gSA ,d LorU= pj okys Qyu dk 

js[kfp= vkjfEHkd funsZ”kkad T;kfefr dh lgk;rk ls f}vk;keh&lery ;k i`’B ij 

vafdr fd;k tk ldrk gS fdUrq nks ;k nks ls vf/kd LorU= pj okys Qyuksa ¼tc lHkh 

LorU= pj ,d lkFk ifjorZu”khy gks½ dks vafdr djus ds fy, rhu ;k rhu ls vf/kd 

vk;keksa dh vko”;drk iM+rh gS ftls iqfLrdk ij n”kkZuk tfVy rFkk rhu ls vf/kd 

vk;keksa dk vadu O;ogkfjd :i ls vlEHko gksrk gSA ;gh dkj.k gS fd cgq&LorU= 

pjh; vkfFkZd Qyuksa ds fo”ys’k.k dks js[kkfp= }kjk n”kkZus ds fy, izk;% ,d pj dks 

ifjorZu”khy j[krs gq, “ks’k dks fLFkj eku fy;k tkrk gSA  
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mnkgj.k ds fy, & fdlh oLrq dh X ekax (Dx) ml oLrq ds ewY; Px miHkksDrkvksa 

dh vk; (Y) miHkksDrk dh vfHk:fp (T) vU; oLrqvksa ds ewY; (P0) vkfn ij fuHkZj 

djrh gSA ftls Dx=f(Px, P0, Y,T.....) fy[kk tkrk gSA  

fdUrq fo”ys’k.k dh ljyrk vkSj js[kkfp= }kjk lgtrk ls n”kkZus ds fy, oLrq ds vius 

ewY; ds vfrfjDr “ks’k lHkh LorU= pjksa dks fLFkj eku dj Dx=f(Px) }kjk O;Dr fd;k 

tkrk gSA ftldk js[kkfp=h; fu:i.k djus ij /kukRed prqFkkZa”k esa ck;sa ls nk;sa fxjrh 

gqbZ js[kk ;k oØ izkIr gksrk gSA blh izdkj cgq?kkrh; chth; Qyu] y?kqx.kdh; Qyu] 

pj ?kkradh Qyu ,oa f=dks.kferh; Qyuksa dk js[kkfp= gkFk ls vafdr djuk izk;% 

vlEHko tSlk gksrk gSA 

mijksDr rF;ksa dks /;ku j[krs gq;s ljy funsZ”kkad T;kfefr dks iz;ksx djrs gq, vki 

yksxksa ds vH;kl dh n`f’V ls jSf[kd ,oa ijoy;kdkj Qyuksa ds vadu dh fof/k dk 

mYys[k fd;k tk jgk gSA  

,d LorU= pjh; Qyuksa ds vadu ds fy, f}vk;keh i`’B dks nks v{kkas ( X v{k tks 

{kSfrt v{k rFkk Y- v{k tks Å/oZ v{k gksrk gS] tks ijLij 900 dk dks.k cukrs gq, 
,d&nwljs dks ewy fcUnq 0 ij dkVrs gS] vkSj bl izdkj f}&vk;keh i`’B dks pkj 

v{kak”kkas esa foHkDr djrs gSA LOkRkU= pj dh x.kuk X v{k ds lgkjs rFkk LorU= vkfJr 

pj dh x.kuk Y v{k ds lgkjs dh tkrh gSA ewy fcUnq ls nk;ha rjQ X ds eku 

/kukRed rFkk ewy fcUnq ls ck;ha rjQ X ds eku _.kkRed gksrs gSA blh izdkj Y ds 
eku ewy fcUnq ls Åij /kukREkd rFkk ewy fcUnq ls uhps _.kkRed gksrs gSaA 

ifj.kkeLo:i izFke prqFkkaZ”k esa X RkFkk Y nksuksa pjksa ds eku /kukRed gksrs gS bls 

/kukRed prqFkkZa”k Hkh dgrs gSA f}rh; prqFkkZa”k X ds eku _.kkRed rFkk Y ds eku 

/kukRed gksrs gSA r`rh; prqFkkZa”k esa X rFkk Y nksuksa ds eku _.kkRed gksrs gS bls 

_.kkRed prqFkkZa”k Hkh dgrs gS rFkk prqFkZ prqFkkZa”k esa X ds eku /kukRed rFkk Y ds 
eku _.kkRed gksrs gSaA ns[ksa fp= la[;k& 8 
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Y 

       +4 

( - , + )           + 3              ( + ,  +) 

        f}rh; prqFkkZa”k                + 2          izFke prqFkkZa”k                 

          + 1 

      X´
 

X 

            -5     -4     -3     -2      -1        0 + 1   +2  +3   +4    +5   +6   

+7 

     -1 

              -2 

 ( - , - )  -3   (+, - ) 

       r`rh; prqFkkZa”k                            -4         prqFkZ prqFkkZa”k 

         -5 

   Y´

fp= la[;k & 8  

lkekU;r;k Qyu dk gLrfufeZr vkjs[k cukus ds fy, LorU= pj ds iw.kkZad ekuksa dks 

LospNkuqlkj pquk tkrk gS rFkk bu ekuksa dks Qyu ds lehdj.k esa j[kdj vkfJr pj 

;k Qyu ds eku dh X.kuk dh tkrh gSA rRi”pkr~ lery ij bu pj ekuksa ds vk/kkj 

ij fuf”pr fcUnqvksa dks fpfUgr fd;k tkrk gS bu fcUnqvksa dks ijLij feykus ls Qyu 

dk vkjs[k izkIr gks tkrk gSA 

Qyuksa dk js[kkfp=h; fu:i.k%& mnkgj.k }kjk izLrqfrA 

mnkgj.k 1-%& Y = 10-2X dk js[kkfp=h; fu:i.k dhft,A 

gy%&     

             X     0     1     2     3       4       5 

   Y       10       8        6         4       2       0 
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  10 

   8 

   6 

   4 

   2 

   0 (0,0) 1    2    3    4    5    

 

 ;|fi lkj.kh esa X ds “kwU; ls 5 rd ds gh eku fy;s X;s gS ijUrq lHkh 

okLrfod la[;k,a bl Qyu ds Mksesu vFkkZr X ds eku gks ldrs gSA 

 

pw¡fd fn;k Xk;k Qyu ,d ljy js[kk dks O;qRiUu djrk gS rFkk ljy js[kk dh 

<ky vifjofrZr jgrh gS lkj.kh ls izkIr ik¡p fcUnqvksa dks feykrs gq, ljy js[kk dks 

XkzkQ ds iwjs foLrkj rd [khapk tkrk gSA  

fVIi.kh% 1½ ;fn mijksDr Qyu tSlk ,d ek¡Xk Qyu Q = 10 � 2P gks rks P vkSj Q 

ds dsoy XSj _.k eku ¼”kwU; vFkok /kukRed eku½ gh izklafXkd gksaA 

2½ ;|fi ewY; LorU= pj o ek¡Xk vkfJr pj gS rFkkfi ijEijk ds dkj.k ewY; dks Y 

v{k rFkk ek¡Xk dks X v{k ij vafdr fd;k tk;sXk vkSj ek¡Xk Qyu dk XkzkQ fuEuor~ 

gksXkkA 

   

       5 

4 

3 

2 

1 

        0    1    2     3    4    5     6     7    8     9   10 
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mnkgj.k 2 %& Y= X
2
+2X-5 dk js[kkfp=h; fu:i.k dhft,A 

X -3 -2 -1 0 1 2 3 

Y -2 -5 -6 -5 -2 +3 10 

                     10& 

                      9& 

                      8& 

                      7& 

                      6& 

                      5& 

                      4& 

                      3& 

                      2& 

                      1& 

 

&3    &2     &1    &1        1  2  3  

                    &2 

                    &3 

                    &4 

                    &5 

                    &6



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   �
�

;|fi lkj.kh esaa X ds -3 ls +3 ds chp dqy 7 eku fy, Xk;s gS fdUrq X ds lHkh 

okLrfod eku Mksesu ds lnL; gksaXksA pw¡fd fn;k X;k Qyu ,d ijoy;kdkj Qyu gS] 

bldk js[kkfp=h; fu:i.k djrs le; blds “kh’kZ dks fpfºUkr dj mldk vadu djuk 

vko”;d gksrk gS lkekU;r;k “kh’kZ ds ck;ha rFkk nk;ha rjQ ds nks ;k rhu fcUnqvksa dks 

fpfºUkr djuk vko”;d gksrk gS] pw¡fd ijoy;kdkj Qyu dh <ky izR;sd fcUnq ij 

ifjofrZr gksrh jgrh gS blfy, vafdr fd;s Xk;s fcUnqvksa dks eqDr&gLr ls feyk;k tkrk 

gSA blh dkj.k ijoy;kdkj Qyu dk js[kkfp= fpfºUkr fd;s Xk;s fcUnqvksa rd gh 

lhfer jgrk gSA 

fVIi.kh% ;fn mijksDr Qyu tSlk ,d iwfrZ Qyu Q= -5+2P+P
2 dk vadu djuk gks 

rks Q vkSj P ds dsoy “kwU; rFkk /kukRed eku gh izklafXkd gksaXs vr% blds vadu ds 

fy, rkfydk fuEuor cusXkh  

  P  1 2 3 4  

  Q  -2 3 10 19  

 

rFkk bldk XkzkQ fuEuor cusXkkA 

       P  

       5� 

          4�  

          3�   

 2�  

 1�  

 -2   -1 
(0,0) 

1    2    3    4    5    6    7    8    9   10   11   12   13  14   15 16 
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2.6 lkjka”k  

 bl bdkbZ ds v/;;u ds mijkUr vki Xkf.krh; Qyuksa ,oa QyukRed lEcU/kksa ds 

fofHkUu i{kksa ls lqifjfpr gks X, gSA pj] vUr% pj]  oká pj] vpj Xkq.kkad vkfn dh 

vo/kkj.kk ls ifjfpr gksus ls vidks vFkZ”kkL= ds vusd rF;ksa dks le>us esa cgqr lqfo/kk 

gksXhA Qyuksa ds fofHkUu izdkjksa rFkk Qyuksa ds Lo:i dk fu/kkZj.k djus esa Xf.krh; 

lafØ;kvksa dh Hkwfedk ds ckjs esaa tks tkudkjh bl bdkbZ esa vki us izkIr dh gS og 

vkfFkZd fl)kUrks o vkfFkZd iz.kkyh;ksa dks le>us esa lgk;d fl) gksXkhA Qyuksa ds 

vkfFkZd vuqiz;ksx lEcfU/kr tkudkjh ls vkidks vFkZ”kkL= esa QyukRed lEcU/k] pj o 

Xkq.kkad vkfn dk vkfFkZd fo’k;ksa essaa fdl izdkj iz;ksx fd;k tkrk gS] le>us esa lgk;rk 

feysXkhA 

2-7 “kCnkoyh   

izo.krk%& Qyu ds fdlh fcUnq ij [khaph XkbZ Li”kZ js[kk dh <ky ml fcUnq ij Qyu 

dh izo.krk dgh tkrh gSA Qyu dh izo.krk vkfJr pj esa ifjorZu o LorU= pj esa 

ifjorZu ds vuqikr ¼∆Y/∆X½ vFkok Qyu esa ifjorZu dh nj dks n”kkZrh gSA  

xqq.kkad   %& xqq.kkad   vFkkZr~ xqq.kk $ vad vFkkZr~ Lora= pj esa bdkbZ ifjorZu dk Qyu 

ij fdrus xqq.kk vlj iMsXk] bl ckr dk fu/kkZj.k djus okyk vadA 

“kkado vkd`fr%& “kadq dk fofHkUu izdkj ls vuqPNsn djus ls izkIr gksus okyh vkd`fr;k¡A 

2-8 vH;kl iz”u  

1- fjDr LFkkuksa dks Hkfj,%& 

d- Y = mX + C ,d -----------------------------Qyu gSA ¼chth;@vchth;½ 

[k- jSf[kd dh Qyu dh izo.krk ---------------------------------jgrh gSA ¼cnyrh@leku½ 

Xk- ------------------------- Qyu dk js[kkfp= v{k ds lekukUrj gksrk gSA ¼vpj@jSf[kd½ 

?k- f}?kkr Qyuksa esa ---------------------------------- vkd`fr;ksa izkIr gksrh gSaA¼”kkado@ pØh;½ 

M- iw.kZ izfr;ksfXkrk esa ewY; --------------------------------- pj gksrk gSA ¼vUr%@cká½ 

p- Qyu esa LorU= pjksa dh la[;k ------------------------------ gks ldrh gSA ¼,d @vusd½ 

N- vkfJr pj dks ------------------------------------ dgrs gSA ¼Qyu@ifjekid½ 
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t-ek¡Xk] iwfrZ ,oa ykxr Qyu ------------------------------- prqFkkZa”k esa lhfer jgrs gSaA¼prqFkZ@izFke½ 

>- vkorhZ Qyu ------------dk ,d fo”ks’k izdkj gksrk gSA ¼,dfn’V Qyu@vfn’V Qyu½  

2- fuEu dFkuks dk ijh{k.k dhft,%& 

d- QyukRed lEcU/k dkj.k&dk;Z vFkok dkjd&ifjek.k lEcU/k dks O;Dr  

    djrk gSA        lR;@vlR; 

[k- Y = a
X ,d chth; Qyu gSA      lR;@vlR; 

Xk- Y = a0 + a1X + a2X
2 ,d vfn’V Qyu gSA   lR;@vlR; 

?k- Y = b - aX ,dfn’V o/kZeku Qyu gSA    lR;@vlR; 

M0- lhekUr vk; Qyu /kukRed prqFkkZa”k esa lhfer jgrk gSA  lR;@vlR; 

3- fuEu Qyuksa dh igpku dhft,%& 

d- X2
 + Y

2
 = a

2      ¼Li’V@vLi’V½ 

[k- Y = aX
2
 + bX + c     ¼jSf[kd@ijoy;½ 

Xk- Q = a/p       ¼ifjes;@vifjes;½ 

?k-   Y      (pj&?kkrkadh@y?kq xq.kdh;) 

 

 

 

 

 

                            X 

 

M0-  (pj&?kkrkadh@y?kq xq.kdh;) 
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2-9 vH;kl iz”uksa ds mRrj%& 

1- d- chth; M0- cká  [k- leku p-  vusd 

 Xk- vpj  N-  Qyu  ?k “kkado t-  izFke 

 >-  vfn’V Qyu 

2- d- lR;  Xk- lR;  M0- vlR; [k- vlR;  ?k- vlR; 

3-  d- vLi’V Xk- ifjes; M0- y?kqXq.kdh; [k- ijoy; ?k-pj ?kkrkadh; 

2-10 lanHkZ xzzUFk%& 

i. Chiang, A.C.; Fundamental Methods of Mathematical 

Economics; Mc GRAW � HILL. 

ii. Allen, R.G.D.; Mathematical Analysis for Economists, The 

English Language Book Society and Mc-Millian & Co. Ltd. 

London.  

iii. egs”k pUnz( esgjks=k] izdk”k ukjk;.k( vFkZ”kkL=h; Xf.kr( mRrj izns”k fgUnh XkzaFk 

vdkneh] y[kuÅA 

iv. Archibald, G.C. and Lipsey R.G.; A Mathematical treatment of 

Economics; Third Edition; AITBS Publishers & Distributors. 

v. Monga, G.S.; Mathematics and Statistics for Economists. 

2-11 lgk;d xzUFk%& 

1- feJ] ts-ih-] Xf.krh; vFkZ”kkL=] lfgR;Hkou ifCyds”kuA 

2- Agarwal, D.R.; Quantitative Methods: Mathematics and Statistics, Vrinda Pub. 

3- vxzoky] Mh-vkj-( Xkf.krh; vFkZ”kkL=] o`Unk ifCyds”kUlA 

4- esgrk] ch-lh- ,oa enukuh] th-,e-ds( vFkZ”kkL= esa izkjfEHkd Xkf.kr(y{ehukjk;.k 

vxzoky ifCyds”kUlA 

5- Mehta, B.C. and Madnani G.M.K; Mathematics for Economists Kitab Mahal 

Publication. 
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6- Mk0 ,l-,u- yky] Mk0 ,l-ds- prqosZnh ,oa Mk0 ,l- ds- yky( vkfFkZd fo”ys’k.k dh 

rduhfd( f”ko ifCyds”kUlA 

2-12 fucU/kkRed iz”u%& 

d- QyukRed lEcU/k fdls dgrs gSA Qyuksa ds fofHkUu Hksnksa dks Li’V dhft,A 

[k- fuEu Qyuksa dks js[kkafr dhft,A 

 1- iwfrZ Qyu 

 2- ykxr Qyu 

Xk- pj ls vki D;k le>rs gSaA vUr% rFkk cká pjksa esa Hksn Li’V dhft,A 

?k- fuEu esa mnkgj.k ns dj vUrj Li’V dhft,%& 

a. Li’V ,oa vLi’V Qyu 

b. ifjes; rFkk vifjes; Qyu 

c. chth; ,oa vchth; Qyu 

d. ,d fn’V ,oa vfn’V Qyu 

e. y?kqxq.kdh; ,oa pj ?kkrkadh; Qyu 

f. vpj ,oa jSf[kd Qyu 
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bdkbZ 3%&vodyu fuoZpu ,oa fu;e 

 
bdkbZ lajpuk 
 
3-1&izLrkouk 
3-2&mnns“; 
3-3&vodyu % vo/kkj.kk ,oa fuoZpu 
3-4&lhek dh vo/kkj.kk 
3-5&vodyu ls vk“k; 
3-6&dqN izeq[k Qyuksa ds vodyu 
3-7&,d dh pj ds nks ;k nks ls vf/kd Qyuksa ds la;ksxk ls cUkus okys 
Qyuksa ds vodyu ds fu;e 
 3-7-1&nks Qyuksa ds ;ksx vFkok vUrj ds vodyu dk fu;e 
 3-7-2&nks Qyuksa ds Xq.ku Qyu ds vodyu dk fu;e 
 3-7-3&nks Qyuksa ds HkktQy ds vodyu dk fu;e 
 3-7-4&Ja[kyk fu;e 
3-8& mPprj dksfV ds vodyu 
3-9&mfPp"B rFkk fufEu"B 
3-10&ufr ifjorZu fcUnq 
3-11&vkfFkZd vuqiz;ksx 
 3-11-1&izFke vodyu ds vuqiz;ksx 
 3-11-2&f}rh; ,oa mPprj dksfV ds vodyuksa ds vkfFkZd vuqiz;ksx 
 3-11-3&mRiknd@QeZ ij djkjksi.k 
3-12&lkjka“k 
3-13& “kCnkoyh 
3-14&vH;kl iz“u 
3-15&vH;kl Ik“uksa ds mRrj 
3-16&lUnHkZ XkzUFk 
3-17&lgk;d xzUFk 
3-18& fucU/kkRed iz“u   
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3-1  izLrkouk  

fiNyh bdkbZ esa vki QyukRed lEcU/k o Qyuksa dk v/;;u dj pqds gSA ftlesa 

vkius ;g ns[kk gS fd izk;% QyukRed lEcU/k ljy o lekuqikrh ugh gksrs gS( oju~ 

bUgsa tfVy Xf.krh; izfrfdz;kvksa }kjk O;Dr fd;k tkrk gS( vkSj tks bl ckr dks Li"V 

djrs gsS fd izk;% LorU= pj ¼pjksa½ o vkfJr pj ds e/; lEcU/k ljy o lekuqikrh 

ugh gksrs gSA oLrqr% LorU= pj ¼pjksa½ esa  leku ifjek.k esa dzfed ifjorZuksa ds lkis{k 

Qyu esa gksus okys ifjorZuksa dk ifjek.k ifjorZu“khy gksrk gS vkSj Qyu ds ifjek.k esa 

ifjorZu esa gksus okys ifjorZu Hkh ifjorZu“khy gks ldrs gS vFkkZr~ LorU= pj esa ,d 

fuf“pr ifjek.k esa gksus okys ifjorZuksa ds QyLo:Ik Qyu esa ,d fuf“pr ifjek.k esa 

ifjorZu gksuk vfuok;Z ugh gksrk gSA nwljs “kCnksa esa dgs rks Qyu esa ifjoRkZu dh nj 

ifjofRkZr gksrh jg ldrh gSA blh izdkj Qyu esa ifjorZZu dh nj esa ifjorZu dh nj 

Hkh ifjofrZr gksrh jg ldrh gS] vkSj ;g J[kayk mRrjksRrj vkXs tk ldrh gSA dbZ ckj 

Qyu ds eku esa ifjorZu dh nj esa ifjorZu gksrs jgus ds ifj.kke Lo:Ik Qyu esa 

ifjorZu dh fn“kk Hkh cny tkrh gS vkSj fdUgh Qyuksa esa ;g fn“kk ckj&ckj ifjofrZr 

gksrh gSA tSlk dqN f=dks.kferh; Qyuksa] vkorhZ Qyuksa ;k fQj _.kkRed vpj vk/kkj 

ds pj ?kkrkadh Qyuksa ����� esa fn[kkbZ iMrk gSA ,slh fLFkfr;ksa esa Qyuksa esa ifjoRkZu 

dh nj muds izR;sd fcUnq ij ifjofrZr gksrh jgrh gSA ,sls Qyu ftuds eku esa 

ifjoRkZu dh nj fLFkj ugh gksrh LorU= pj ,oa vkfJr pj dh nks fHkUu&2 fLFkfr;ksa ds 

chp ds NksVs vUrjksa [∆] ds ek/;e ls ifjorZu dh nj dh X.kuk djuk =qfViw.kZ ifj.kke 

nsrk gSA Qyr% ifjorZu”khy njksa ls ifjofrZr gksus okys Qyuksa ds fdlh fcUnq ij 

ifjorZu dh nj, ifjorZu dh nj es gks jgs ifjorZuksa dh nj vkfn rFkk budh lgk;rk 

ls Qyu dh izd`fr vkfn dks le>us ds fy, Lora= pj esa “kwU;le ;k “kwU;ksUeq[k 

ifjorZu ds }kjk Qyu ds ifjek.k es gksus okys vR; vYi ifjorZu ds ek/;e ls Qyu 

esa ifjorZu dh nj rFkk vU; mPp dkfV dh njksa dh X.kuk dh tkrh gS A bl izfdz;k 

dks vody izfdz;k rFkk bl izfdz;k ls izkIr ifj.kke dks vodyt vkSj Xkf.kr dh bl 

fo/kk dks vodyu dgrs gSA 
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vFkZ“kkL= ds fofHkUu fl}kUrksa dh foospuk djus rFkk mUgs Li"Vrk ls le>us o le>kus 

ds fy, fofHkUu izdkj ds Qyuksa dk iz;ksx fd;k tkrk gSA ftldk mYys[k fiNyh 

bdkbZ esa gqvk gSA ,sls esa fofHkUu vkfFkZd fl)kUrksa, vFkZO;oLFkk es fdz;k“khy vkfFkZd 

“kfDr;ksa dh izHkkoksRikndrk rFkk ijLij fuHkZjrk] mudk “kfDRk larqyu bR;kfn fo"k;ksa 

dks le>uss ds fy, vodyu izfdz;k dh izfof/k o fofHkUu dksfV ds vodytksa ds vFkZ ls 

lqifjfpr gksuk furkar vko”;d gSA 

3-2 mnns“;  

bl bdkbZ dk mnns“; vki fo/kkfFkZ;ksa dks ,d pjh; Qyuksa ds ljy vodyu dss 

vk“k;, vodyu dh vo/kkj.kk, vodyu djus dh fof/k rFkk vodyt ds vFkkZs ls u 

dsoy ifjfpr djkuk oju~ fofHkUu Qyuksa ds vodytksa rFkk tfVy Qyuksa ;Fkk Qyuksa 

ds ;ksx, Qyuksa ds vUrj, Qyuksa ds Xq.kuQy, Qyuksa ds HkktQy rFkk Qyuksa ds Qyu 

ds vodyu rFkk mPprj dksfV ds vodyt, mfPp"B rFkk fufEu"B ,oa ufr ifjorZu 

fcUnq vkfn Kkr djus ds fu;eksa ls ifjfpr djkrs gq;s fofo/k mnkgj.kksa dh lgk;rk ls 

fofo/k Qyuksa dk vodyu djus esa dq“kyrk izkIr djus esa vkidk lg;ksx djuk gSA 

lkFk gh vFkZ“kkL= esa ljy vodyu ds vuqiz;ksx ds }kjk vFkZ“kkL= esa ljy vodyu 

dh mi;ksfXrk js[kkafdr djus ds lkFk&2 vkfFkZd fl)kUrksa ds eeZ dks ¼mnkgj.kksa dh 

lgk;rk ls½ le>us ;ksx; cukuk gSA 

3-3  vodyu% vo/kkj.kk ,oa fuoZpu   

fiNyh bdkbZ esa QyukRed lEcU/kksa dk v/;;u djrs gq, geus ns[kk gS fd Lora= pj 

ds eku esa ifjorZu ds ifj.kkeLo:Ik Qyuksa ds eku esa ifjorZu gksrk gS( ,oa fofHkUu 

izdkj ds Qyuksa esa Lora= pj ds eku vkSj Qyu ds eku ds chp fofHkUu izdkj ds 

lEcU/k ik;s tkrs gSA QyukRed lEcU/k dks � � 4��� ftlesa � dkj.k ,oa � 

ifj.kke gS] }kjk fn[kkrs gSaA vr% � ds eku cnyus ij � vFkok 4���  dk eku 

ifjofrZr gksrk gSA mnkgj.k ds fy, ;fn � ds fdlh fo“ks"k dk eku �� dks yas rks 

Qyu dk eku ��   ;k 4����� �� gksXkA vkSj ;fn � ds fo“ks"k eku ��  dks ys rks Qyu 
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dk eku �� �;k 4����  gksXkA ;fn X vkSj � ds nksuska ekuks ds chp ds vUrj dks ∆�  

rFkk ∆�  }kjk n“kkZ;k tk;s rks& 

∆��� � ��� ������ �����rFkk  ∆�� � ��� �� ��� ����;k 4���� � 4���� gksXkA 
QyukRed lEcU/k ds v/;;u dh mi;ksfXkrk bl ckr esa fufgr gS fd Lora= pj 

¼dkj.k½ esa fdruk ifjorZu djus ls Qyu ¼ifj.kke½ esa okafNr eku izkIr fd;k tk 

ldrk gSA 

bl lUnHkZ esa Qyu ds ifjorZu dh nj ftls 
∆�
∆� }kjk izkIr fd;k tk ldrk gS, dh 

Xk.kuk egRoiw.kZ gSA 

                
� 
�!�==== 

 �� �
!�"!� ==== 

#$!�%"#&!�'
�!  

      ;fn Qyu Qyu ljy jSf[kd ;k vuqikfrd gS rks Qyu esa ifjorZu dh nj  

lnSo leku cuh jgrh gS ,sls esa #�� dk eku NksVk ;k cMk  gksus ij dksbZ vUrj ugh 

iMrk fdUrq ;fn Qyu vjSf[kd gS rks #����dk eku cMk gksus ij nks fHkUu&fHkUu 

fLFkfr;ksa ds chp ?kfVRk gksus okyh fofHkUu ifjorZu dh njksa dk ,d vkSlr izkIr gksXkA 

,sls esa tcfd izR;sd fcUnq ij Qyu dh nj  ifjofrZr gks jgh gks fdlh fLFkfr fo“ks"k esa 

Qyu Lora= pj ds izHkko dks le>us ds fy, Lora= pj esa vR;Yi ;k “kqU;ksUeq[k 

ifjorZu ds lkis{k Qyu esa ifjoRkZu dh nj dks le>uk egRoiw.kZ gks tkrk gSA 

lkadsfrd :Ik esa Lora= pj esa vR;Yi ;k “kqU;ksUeq[k ifjorZu dks �#� $  ( }kjk rFkk 
Lora=  pj esa vR;Yi ifjorZu dh fLFkfr esa Qyu esa ifjorZu dh nj dks  

%&'
���)���� ��

���*�
*� � =��

���+�
+�  }kjk n“kkZ;k tkrk gSA  ftls&   

,�
,�  � �� %&'

���)���� �
*�
*�  � 

%&'
���)����

-�&�.��'"-&�'
�� ��� 

}kjk n“kkZ;k tkrk gS bldks vodyu dk fuoZpu dgrs gSA vodyt ds lUnHkZ  esa 

fuEu ckrsa Lej.kh; gS& 

1- Qyu ds lrr~ HkkXk ij gh vodyu izkIr fd;k tk ldrk gSA 

2- vodyt Lo;a esa ,d Qyu gksrk gSA 
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mnkgj.k &� � ������� � ��/  dk IkzFke fl)kUr ls vodyt izkIr dhft;sA 

gy &   fn;k gS 

 � � 4���� �� ��/ 
 4�� ( #�� � �� ( #��/�
izFke fl)kUr ls �/ dk vodyt 

� 
+�
+� ���� %&'

���)����
-&�.��'"-	�


�� �  

 

� �������� %&'
���)����

&�.��'�"��
��  

 

=  %&'
������)����

����./�������./&/"0'������	��
��.�""""	��
�"��
��   

 

��  %&'
������)������ 

/�������./&/"0'������	��
��.�""""	��
�
��  

                           

� ���� %&'
���)���� 	���/"0 ( �&� � �*���/"1��#� (�� � � � �#��/"0
�

 

=   n X
n-1  

Lora= pj e“kqU;ksUeq[k ifjorZuksa ds lkis{k Qyu esa gksus okys ifjorZuksa dh Xk.kuk dh 

bl izfdz;k dks vody izfdz;k ;k vodyu rFkk vody izfdz;k ls izkIr ifj.kke 

9�+�+��: ;k 
+
+� ��� dks vodyt ;k vody Xkq.kkad dgrs gaSA 

∆� dks /khjs&/khjs “kqU;ksUeq[k vFkkZr ’kwU; ds leku NksVk cukus dh fdz;k izfdz;k ds 

ifj.kke Lo:Ik 
+�
+� ¼tks #�� ds vR;Yi u gksus dh fLFkfr esa OkLrqr% fofHkUu ifjorZu 

dh njksa dk vkSlr gksrk gS� dk ,d fuf“pr eku izkIr gksrk gSA vr% ge dg ldrs gS 
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fd vodyu Qyu ds eku eaas ifjorZu dh nj dk ,d fuf”pr  eku izkIr djus dh 

izfdz;k gSA ;gk¡ ;g /;ku nsus ;ksX; gS fd 
+�
+� esa ��  rFkk �� nks vyxk&2 eku u 

gksdj 
+�
+� ] ���ds � ds lkis{k vodyu dh izfdz;k �

�+��
+� � }kjk izkIr ifj.kke dks 

n”kkZrk gSA 

3-4 lhek dh vo/kkj.kk   

vodyt 
+�
+� dks ��rFkk � esas ifjorZuksa ds HkktQy dh lhek ds :Ik esa n“kkZ;k tkrk 

gSA ljyrk ds fy;s ;fn ge��
*��
*� � dks pj��; rFkk #� dks pj � }kjk n“kkZ;s rks 

*�
*� �� %&'��2�)���� ; A 

Tkgk¡ ;����  dk Qyu gS rFkk ;��dk eku �� ds eku ij fuHkZj gSA  

vr% vodyu rFkk vodyt dks iw.kZ :Ik ls le>us ds fy, lhek dh vo/kkj.kk dks 

le>uk vko”;d gSA 

   � $ "�ls rkRi;Z gS fd pj � dk eku pj ��  ds  ,d fof“k"V eku �) dh vksj 

vXzlj gS ;gk ;g /;ku nsus ;ksx; gS fd � ds fof”k"V eku �) dks nks fn“kkvksa & ck;ha 

fn’kk vFkkZr � ds eku dze“k% c<rs gq, �) dh vksj vFkok nkfguh fn“kk ls vFkkZr 

dze“k% ?kVrs gq, �) dh vksj & ls vXzlj gks ldrs gSA ck;ha fn“kk ls �) dh vksj 

vXzlj gksus dh fLFkfr esa � dk eku �) ls NksVs gksrs gS rFkk �� � �3� vFkok 

� � " ;k _.kkRed gksrk gSA tks vUrj ?kVus ds lkFk “kwU; dh vksj vXkzlj gksrk gS 

vFkkZRk ���dk eku _.kkRed ls “kwU; dh vksj vXzlj gksrk gS ftls ge %&'
���������)����;   

rFkk blh izdkj � ds eku tc nkfguh vksj ls �)  dh vksj vXzlj gksrs gS rks � eku 

/kukRed ls “kwU; dh vksj vXzlj gksrk gS ftls ge %&'
���������) ���;  fy[krs gSaA 

3-5 vodyt ls vk“k;  

1- vodyt ,d fn;s gq;s fcUnq ij Qyu esa ifjorZu dh nj dks crkrk gSA 
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2- vodyt dks 
+�
+�  ds vfrfjDr �( vFkok 4(��� ;k egt 4� vFkok �� 

     ;k �4��� }kjk Hkh n“kkZ;k tkrk gSA 

3- vFkZ“kkL= esa iz;qDRk gksus okyh lhekUr ekuksa dh vo/kkj.kk fn;s X;s vkfFkZd 

Qyu ds vodyt ds lerqY; gksrh gS vFkkZr fdlh vkfFkZd Qyu dk lhekUr 

eku Kkr djus ds fy, ml Qyu dk vodyt Kkr fd;k tkrk gSA 

4- vodyt ,oa Qyu dh <ky vFkok izo.krk % Qyu ds ,d fn;s gq;s fcUnq ij 

Qyu dk vodyt ml fcUnq ij Qyu dh <ky dk eku crkrk gSA vFkkZr 

Qyu dh <ky Qyu ds vodyt dh T;kferh; O;k[;k ds lerqY; gksrh gSA 

ftls ge fuEu js[kkfp= ds T;kferh; fo“ys"k.k }kjk le> ldrs gSA 

 

               

                                                              

fp= esa Qyu  4&�* ij nks fcUnq �&�0	�0* vkSj  ��&�1	�1* dks feykus okyh 

js[kk � v{k ds lkFk rFkk �� ds lkFk <) dk dks.k cuk jgh gS js[kk �� dh <ky 

*+,< �
45
65 � 

��������
��"��� � 

*�
*�;fn fcUnq � dks f[kldk dj �� ds brus fudV ys 

vk;s fd � vkssssSj �ds chp dk vUrj “kwU;  ftruk gks tk;s vFkkZr #� $ " rks �� 
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js[kk � fcUnq ij [khaph Xk;h LIk“kZ js[kk cu tk;sXh rFkk bldh <ky %&'
���)���� ����

*�
*�   

;k  
*�
*�}kjk ekih tk;sXhA 

 

dqN izeq[k Qyuksa  ds izFke vodyt 

 

1-   
+
+� ������� � �

+�
+� � � 

   

2-  ��
+
+� ��/ ���� �

+��
+� � ��/"0 

 

3-  ��
+
+� ��� �/ � �� +��+� � ����/"0    �� � vpj in½ 

 

4- �����
+
+� ��� �

+7
+� � "��          � � ¼vpj in½ 

 

5-   
+
+� ���� ��

�+�8!
+� ���� 

 

6-  ���
+
+� ���7� �� �

��+8"!
+� �� ���� �7�  

 

7-   
+
+� �� %-.� ��� �+ 9:; �+� �� �

0
�

�
   

 

8-   
+
+� ���� %-.�� �� + 9:;�+� �� �

7
�

�
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9-  ����
+
+� ��� �� +7

!

+� ������ %-.�  

 

10-
+
+�  /&, �� � + <=> �

+� �� 0-/�� 
 

11-
+
+� �0-/��� � �+ ?:< �+� �� �� /&, �� 

 

12-
+
+� � *+, �� ��� + @A> �+� ��� 0-*�   

 

3-7  ,d gh pj ds nks ;k nks ls vf/kd Qyuksa ds la;ksxk ls cuus okys Qyuksa ds 

vodyu ds fu;e  

dbZ ckj Qyu ,d gh pj ds nks ;k nks ls vf/kd Qyuksa ds ;ksx vFkok Qyuksa ds 

vUrj ;k Qyuksa ds Xq.kuQy ;k HkktQy ds :Ik esa gksrs gSA bl HkkX esa ge ,sls gh 

Qyuksa ds vodyu djus dh fof/k ls ifjfpr gksaxsA ljyrk ds fy;s ,d gh pj ds nks 

Qyuksa ds fofHkUu la;ksxks dk vodyu djus ds fu;e uhps fn;s gSA nks ls vf/kd 

Qyuksa ds la;ksxks dks bUgha fu;eksa dh lgk;rk ls vodfyr fd;k tk ldrk gSA 

3-7-1 nks Qyuksa ds ;ksx vFkok vUrj ds vodyu dk fu;e% ;fn � � 4&�* � � �
��1 ( �� ;gk¡ � �� dk ,d ,slk Qyu gS tks � ds nks Qyuksa &�*�����1 rFkk 

&��*�����  dk ;ksx gSA ;fn ge ���1�dks =&�* rFkk ��� dks ��&�* }kjk fpfUgr 
djsa rks  

� � 4�&�* � ��4&�* � =�&�*( ���&�* 
blh izdkj ;fn 

�� � �4��&�* �� � ��� � ���1 �� ��������rks 
� � 4��&�* � �4�&�* �� =&�*� ������ 
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bu n“kkvksa esa ���dk vodyt = rFkk � ds vodytksa dk rnkuqlkj ;ksx vFkok vUrj 

gksXkA vFkkZr ;fn 4�&�* � �=�&�*1 ���&�* rks 
+
+� ��4&�* �� ++� �=�&�*1� ++� ���&�*� ;k 

4(�&�* ���=(�&�*1��(���� 
mijksDr mnkgj.k esa ;fn    � � ��1 ( ����� rks 

��
��� ��

�
�� �&���1 ( ��* �� �

�� �&���1*(� �
�� ����� 

� ���� �
�� ��

1 �( ��� �
�� �� 

��������������������� ���� 
� ( �� 
  ��������� 2� � ( �  

blh izdkj ��� � ����1�� � �� dk vodyt  
+�
+� �� 
�� � ��gksXkA 

3-7-2 nks Qyuksa ds Xkq.kuQy ds vodyu dk fu;e %&;fn � � 4�&�*���� ���/�� �� 
gks rks ���� ds nkss Qyuksa, �/�{ftls =&�* ekusa} rFkk �� {ftls �&�* ekusa} dk 

Xq.kuQYk gSA bl Qyu dk vodyu fuEuor~ fd;k tkrk gSA 

� � 4�&�* ��� =�&�*���������� 
        

��������������������
��+�
+�  �

+
+� ��4&�* � +

+� �����=�&�*���������} 
 

� =&�*� �
�� ���&�*( ���&�* ��� �

�� �=��� 
 

;k 4(�&�* � =�&�*����(���� �( ���&�*����=(���� 
 

Rknkuqlkj ��������������������� � ���/� ��� dk vodyu 
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��
�� ��

�
�� �&�/	 ���* ����/���

�
�� ��

�� (���� � �
�� ���

/� 

 

����/� ��� (���������/"0� 
 

���������������������������������������� �/"0��&� ( �*  gksXkkA 
3-7-3  nks Qyuksa ds HkktQy ds vodyu dk fu;e%  

;fn �� � �4�&�* � �� � 
�B3C�
�  gks rks ������ ds nks Qyuksa %-.� {ftls =&�* ekus} 

rFkk � {ftls �&�* ekus} rks  ��� � ��C&�'2&�' gksXk ftlds vodyu dk fu;e fuEuor~ gSA  

��
�� �� ��

���
�� ��4�&�* �� ����� �

=&�*
���&�* ��

����&�* �������� �=&�*� =&�*� �����
���� �&�*

������1�  

;k 

           
��+�
+� �� �4(�&�* �� ���2�&�'������C#�&�'�"�C�&��'���2#&�'

�2	�
�� �   

Rknkuqlkj  �� � 4�&�* � ���� � 9:; �
�  gks rks �� 

��
�� ��

�
�� ��>

%-.�
� ? � ������

���
�� %-.� � %-. � �� �����

���� ���
�1  

         ����
����

�!
��"���9:; �
�� �������������������������� 

��������������������������� ��
0"���9:; ���

��   

         ��� &� � %-. 2* �"1  
3-7-4 Ja[kyk fu;e %& fiNys vuqHkkXk es geus Qyuksa ds ;ksx] vUrj] Xkq.kuQy rFkk 

HkktQy ds vodyu djus ds fu;eksa dk v/;;u fd;k gS] bl vuqHkkXk esa ge ,sls 

tfVy Qyuksa ds vodyu djus dh fof/k dk v/;;u djsXs] ftudksa lh/ks&lh/ksa 

vodfyr djuk tfVy rFkk dbZckj lEHko ugh gksrk gSA vfirq ftudks Qyuksa ds 
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Qyuksa dh ,d Ja[kyk ds :Ik esa le>dj lgtrk ls vodfyr fd;k tk ldrk gS 

vodyu ds bl fu;e dks vodyu dk Ja[kyk fu;e dgrs gSA 

;fn � � &�*����� � ��� ( 
�1 rks �� ( 
��dks ;fn ge � eku ys rks 

� �� �1 vFkkZr ������ dk ,d Qyu gS ftls�� � =�&�* eku ldrs gSSA rFkk � 
Lo;a ���dk Qyu gSA tgk¡ � � ����� � � ���������� �� �� ��� ( 
� gSA 
bl izdkj vc �� � 4�&�* � =�[���&�*] ,ssls Qyuksa dk vodyu dk fu;e fuEu 

izdkj gS & 
+�
+� �

+[�C{�2�&�'�}]�
+2&�'  -  

+2&�'
+&�'  

vFkok           
+�
+� �

+�
+D � �

+D
�+� 

rnkuqlkj & 

         
+
+� ���� ( 
�1 � +

+D ��1��
+D
�+� 

       � ��
������ +&E�.1'+�     � � ���� ( 
��j[kus ij 
� 
&�� ( 
*� �� 
� �&�� ( 
* 
� �
� ( �
 

mnkgj.k%&2 & ;fn � � �
F�/��� dk vodyu djuk gks rks ge eku ysXks 

������1 � ���vc � � �D ��gksXk rFkk �	 �� ds Qyu ds :Ik esa izLrqr gS ftls ge 

� � =&�* � ��� � �D fy[ksXs tgk¡ � Lo;a ������dk ,d Qyu gSA ftls 

� � �������3 ;fn ���� � @��eku ysa rks � � �&@*� � � @1 tgk¡ @ Lo;a 

��dk ,d Qyu gS @ � �&�*��&�* � ���� gksXkkA 

bl izdkj 

� � =&�* � =A�&@*B � =A�	�&�*
B 
 

rFkk  ���������������������������������
+�
+� ��

+��C&D'
+D �� �

+��2&G'
+G ����

+��H&�'
+�  
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;k�������������������������������������������
+�
+� �

+�
+D � �

+D
+G � �

+G
+� 

 

Rknkuqlkj  
+�
+� �

+
+� �C�	F�/�
�D � +

+D ��D �
+G�
+G ��

+�F�/�
+�   

;k      
+�
+� �� ��D��� �� �%-.� ����
@� � � 0-/� 

����
<=> ���������9:;7���1 <=> ��������?:< �    

                    [��rFkk @�dk eku izfrLFkkfir djus ij]                                        

���
<=> ���������9:; 7������ <=> 1���� 
3-8 mPprj dksfV ds vodyt   

;fn fdlh Qyu ��� � ��4&�*���dk �� ds lkis{k ,d ckj vodyu djrs gS rks bl 

izfdz;k dks izFke dksfV dk vodyu rFkk mlls izkIr vodyt dks izFke dksfV dk 

vodyt ;k izFke vodyt 9+�+�:�dgrs gSA ;fn izFke dksfV ds vodyt dks iqu% 

vodfyr fd;k tk;s rks f}rh dksfV dk vodyt ��
+��
+�����  izkIr gksrk gSA blh izdkj 

vodyu izfdz;k  dh iqujko`fRRk djrs tkus ij mPprjdksfV ds vodyt 

��
+$�
+�$� � 	 444 � � � izkIr gksrs tkrs gSA 

mnkgj.k  %&   

��3 ��( �(�� (��1��1� (���E���E� (��I���I��  dk  

izFke vodyt %&       
+�
+� �� ��( ( �
�1��� ( ����E���1� ( ���I���E�� 

f}rh; vodyt %&       
+��
+��� �� �����
�1 �( �
�E��� ( �
�I����1  

rr̀h; dksfV dk vodyt %&  
+$�
+�$� �� ����E ( �
��I� 

prqFkZ dksfV dk vodyt %&  
+%�
+�%� �� ���
��I� 
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iape dksfV dk vodyt %&  
+&�
+�&� �� " 

fn;s gq;s Qyu ds fy;s blls mPp dkfV ds vodyt izkIr djuk lEHko ugha gSA 

izR;sd vodyt vius ls iwoZ dksfV ds vodyt Qyu esa ifjorZu dh nj dks crkrk 

gSSA ge tkurs gS fd izFke vodyt 9+�+�: Qyu esa ifjorZu dh nj vFkok Qyu dh 

<ky vFkok Qyu ds lhekUr eku dks crkrk gSA vr% f}rh; dksfV dk vodyt Qyu 

esa ifjoRkZu dh nj eaas gks jgs ifjorZu dh nj vFkok Qyu dh <ky esa gks jgs ifjorZu 

dh nj vFkok Qyu ds lhekUr eku esa gksus okys ifjorZu dh nj dks crkrk gSA mPprj 

dksfV ds vodytksa dk vk“k; blh izdkj le>k tk ldrk gSA 

3-9  mfPp"B rFkk fufEu"B  

tc fdlh Qyu �� � 4�&�*�� ds fy;s Lora= pj &�*��dk eku c<us ij Qyu�&�* 
dk eku vkjEHk esa c<sa fdUrq ,d Lrj ij igq¡pus ds ckn ?kVuk vkjEHk gks tk;s rks ml 

Lrj ij � dk eku vius Bhd igys o Bhd ckn ds ekukas dh rqyuk esa loksZPp gksrk 

gSA blh izdkj ;fn Lora= pj &�*��dk eku c<us ij Qyu &�* dk  eku ,d Lrj 

rd  ?kVus ds ckn c<us yXs rks ml Lrj ij Qyu dk eku Bhd igys o Bhd ckn dh 

rqyuk esa fuEure~ gksrk gSaA fdUrq ,d Qyu esa ,sls lokZsPp rFkk fuEure eku okys 

vusd fcUnq izkIr gks ldrs gSA vr% bu fcUnqvksa dks lkewfgd :Ik ls mfPp"B rFkk 

fufEu"B dgk tkrk gSA fdlh Qyu dk eku c<us ds ckn ?kVus yXs rks ;g rHkh lEHko 

gS tc Qyu ds eku esa gks jgk /kukRed ifjorZu ?kVrs ?kVrs _.kkRed gks tk;s bl 

?kVukdze esa ,d fLFkfr ,slh izkIr gksXkh tc Qyu ds eku esa ifjorZu dh nj “kwU; gksXh 

;gh fLFkfr mfPp"B dh gksXkhA 

blh izdkj tc Qyu dk eku ?kVus ds ckn c<usa yXs rc ;g rHkh lEHko gS tc Qyu 

ds eku esa gks jgk _.kkRed ifjorZu  c<rs&c<rs ¼vFkkZr ifjorZu dk ifjek.k de gks 

jgk gks½ /kukRed gks tk;sA bl ?kVukdze esa ,d fLFkfr ,slh izkIr gksXh tc Qyu esa 

ifjorZu dh nj “kwU; gksXh ;gh fufEu"B dh fLFkfr gksXkhA 
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mijksDr fooj.k ls ;g Li"V gS fd mfPp"B ,oa fufEu"B nksuks gh fLFkfr;ksa esa Qyu esa 

ifjorZu dh nj 
+�
+� �� ��"��& vko”;d “krZA 

mfPp"B dh fLFkfr esa Qyu esa ifjorZu dh nj /kukRed ls yXkrkj ?kVdj _.kkRed gks 

tkrh gSA vFkkZr Qyu esa ifjorZu dh nj esa ifjorZu dh nj �
+��
+����  yXkrkj 

_.kkRed izkIr gksrk gS vr% mfPp"B dh fLFkfr esa  
+��
+��� �� ��"� ���Ik;kZIr “krZA 

blh izdkj fufEu"B dh fLFkfr esa Qyu esa ifjorZu dh nj _.kkRed ls c<rs&c<rs 

/kukRed gks tkrh gS vFkkZr Qyu esa ifjorZu dh nj esa ifjoRkZu dh nj �
+��
+���� yXkrkj 

/kukRed izkIr gksrh gSA vr% fufEu"B  dh fLFkfr esa &  

+��
+��� � ��"� ����Ik;kZIr “krZ 

mfPp"B ,oa fufEu"B dh vko“;d ,oa Ik;kZIr “krZ %& 

 vko“;d  “krZ Ik;kZIr “krZ 

 

mfPp"B 

 

��
�� �� ��" 

 

�1�
��1� �� ��" 

 
 

fufEu"B 

��
�� �� ��" 

 

�1�
��1�  ��" 

 
 

mfPp"B ,oa fufEu"B dks mHk;fu"B :Ik ls pjeeku ;k vfr eku Hkh dgrs gSA   
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fp= 3-2 esa fcUnq ��rFkk � mfPp"B ,oa ��rFkk = fufEu"B fcUnq gS ftu ij Li’kZ js[kk 

� �  v{k ds lekukUrj gS vFkkZr ftudh <ky “kwU; �
+�
+� � "��� gSA  

mnkgj.k %&  Qyu esa �� � 4&�*����� � ��0E ��E� � ���1�� ( �
"� ( 
""�� esa 
pje eku Kkr dhft, ,oa mudh igpku dhft,A  

gy & fn;k gS    �� � 4&�*����� � �� 0E ��E� � ���1�� ( �
"� ( 
""� 
pje eku Kkr djus gsrq fn;s gq;s Qyu dks ��ds lkis{k vodfyr djus ij  

+�
+� ��

��1 � �
�� ( 
"                                
pjeeku dh  vko“;d “krkZuqlkj 

+�
+� �� ��"�� j[kus ij                 

 

��
�� �� ���

1 �� ���
�� ( 
"�� � " 
 

              � ����1 � �"�� � 
� ( 
"� � " 
� 

              � �����&�� � �"*� 
�&� � �"* � " 
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                ��������� ��&� � 
*�&� � �"* � " 
� �� � ;k  � � 
��� � "        ;k  � � �"��� � " 
  � � ;k  � � 
������             � � ;k  � � �" 
   vc pjeeku gsrq Ik;kZIr “krZ ds fy;s 

+�
+�  dks �  ds lkis{k iqu% vodfyr djus ij                    

�1�
��1� �� ��
� � �
� 

   vc ���� � 
  j[kus ij   
+��
+��� �� ��
�&
*� �
� � ��� � �
� � ��
�� � "��  
vr% Ik;kZIr “krkZuqlkj fcUnq � � 
 Ikj Qyu dk eku mfPp"B gSA 

iqu% � � �"��j[kus ij 
+��
+��� �� ��
�&�"*� �
� � ��
" � �
� � �
��  "��  
vr% Ik;kZIr “krkZuqlkj fcUnq � � �"  Ikj Qyu dk eku fufEu"B gS 

3-10 ufr ifjoRkZu fcUnq  

ufr ifjorZu fcUnq og fcUnq gS ftl ij Qyu dh ufr ;k odzh;rk ifjofrZr gks jgh 

gksA vFkkZr ,slk fcUnq ftl ij Qyu dh � ��v{k ds izfr mRryrk voryrk esa 

ifjofrZr gks jgh gks vFkok Qyu dh vc � ��v{k ds izfr voryrk mRryrk esa 

ifjofrZr gks jgh gksA 

 fiNys vuqHkkXk esa geus ns[kk gS fd tc ′Qyu esa ifjorZu dh nj esa ifjorZu dh nj′  

;k ′Qyu dh <ky esa ifjorZu dh nj′ tc _.kkRed gksrh gS �
+��
+��� ���� "���rks Qyu 

� ��v{k ds izfr vory gksrk gSA blds foijhr tc ′Qyu esa ifjorZu dh nj 

ifjorZu dh nj′ ;k ′Qyu dh <ky esa ifjorZu dh nj′  tc /kukRed gksrh gS 

�
+��
+��� �� "� rks Qyu � ��v{k ds izfr mRry gksrk gSA 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   	��

vr% Li"V gS fd Qyu dh ufr ifjofrZr gksus ds fy;s ;g vko“;d gS fd 
+��
+���� dk 

eku “kwU; gks ����
�+��
+���  dks /kukRed ls _.kkRed ;k _.kkRed ls /kukRed  gksus ds 

fy;s “kwU; ls gksdj Xqtjuk iMsXk ½ mls ufr ifjorZu fcUnq dh vko“;d “krZ dgrs gS 

vFkkZr ftl fcUnq ij 
�+��
+��� �� "� og ufr ifjorZu fcUnq gks ldrk gS D;ksafd ufr ds 

ifjofrZr gksus ds fy, ;g vko“;d gS fd vXys gh fcUnq ij 
�+��
+���  dk eku “kwU; u gks 

���
+��
+��� �� "�ls cnydj 

+��
+��� �� " gks tk;s ;k 

+��
+��� �� " ls cnydj 

+��
+��� �� " 

gks tk;s ½ vFkkZr ufr ifjorZu fcUnq ij 
+��
+�����esa ifjorZu dh nj �

�+$�
+�$�� “kwU; ugh 

gksXh( ;g /kukRed ;k _.kkRed dqN Hkh gks ldrh gSA 

vr% ufr ifjorZu fcUnq dh Ik;kZIr “krZ 
�+$�
+�$� ���5 "��gksXkhA 

ufr ifjorZu fcUnq ds fy;s & 

1-  
�+��
+��� ��� "�3�  vko“;d “krZ 

2-  
�+$�
+�$�� 5 "�3  Ik;kZIr “krZ 

 fp= 3-2 esa fcUnq ��	�	��rFkk��4 ufr ifjoRkZu fcUnq gSA ufr ifjorZu fcUnqvksa ij Li“kZ 

js[kk;sa Li“kZ  dks dkVrh gSA 

     ;fn fdlh ufr ifjoRkZu fcUnq ij izFke vodyt 
+�
+� dk eku “kwU; ugh gksrk gSA 

rks og fcUnq vfLFkj ufr ifjoRkZu fcUnq dgykrk gSA ns[ksa fp= 3-2 ds fcUnq 

��	�	4�fdUrq ;fn fdlh ufr ifjoRkZu fcUnq ij izFke vodyt 
+�
+� dk eku “kwU; gks 

rks og fcUnq fLFkj ufr ifjoRkZu fcUnq dgykrk gSA ns[ksa fp= 3-3A bl fcUnq ij Li“kZ 

js[kk �& v{k ds lkekukUrj gksrh gSA 
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Ukfr ifjorZu fcUnq  

 vfLFkj %  
+�
+� �5 "�	���

�+��
�+��� ��� "�	���

�+$�
+�$� ��5 "� 

 

fLFkj %   
+�
+� � "�	���

�+��
�+��� ��� "�	���

�+$�
+�$� ��5 " 

mnkgj.k%&  

Qyu  � � 4&�*�� � �I � ��E � �
�1 ( �"� ( �
"� ds fy, ufr 

ifjoRkZu fcUnqvksa dks izkIr dhft,A  

��dks � ds lkis{k vodfyr djus ij 
+�
+� � ���E � �
�1� � ��� ( �" 

 
+�
+� dks iqu% � ds lkis{k vodfyr djus ij                 

��1�
���1� � �
�1� � 
�� � ��� 

ufr ifjorZu fcUnq dh vko“;d “krZ ds vuqlkj 
�+��
�+��� � "  

� ������������������
�1� � 
�� � �� � " 
���� ���������������������1� � 
� � � � " 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   
��

� ������������������1� � �� ( � � � � " 
� ������������������&� � �*( �&� � �* � " 
� �����������������&� � �*����&� ( �* � " 

�  ;k � � � � "       ;k � ( � � "    
� ���� � �           �  � � ��    
   ��

��+��
�+��� dks iqu% ��ds lkis{k vodfyr djus ij 

����������
����+$�
�+�$� � 
�� � 
�   

    � � ��   j[kus ij   �+$�+�$� � 
�&��*� 
� � ��
 5 " 
   vr% ufr ifjoRkZu dh Ik;kZIr “krkZuqlkj fcUnq���� � �� ,d ufr ifjorZu fcUnq gSA   

iqu%  � � ����j[kus ij  �+$�+�$� � 
�&�*� 
�� � �
 5 " 
      vr% ufr ifjoRkZu dh Ik;kZIr “krkZuqlkj � � ����dh ,d ufr ifjorZu fcUnq gSA 

vr% fn;s Xk;s Qyu esa nks fcUnqvksa] � � ��  rFkk � � � ij ufr ifjoRkZu gks jgk 
gS vr% mDr Qyu esa nks ufr ifjorZu fcUnq izkIr gq, gSA            

3-11 vkfFkZd vuqiz;ksx   

3-11-1 izFke vodyt ds vkfFkZd vuqiz;ksx %&  

lhekUr eku %& fofHkUu vkfFkZd Qyuksa tSls vk; Qyu] ykxr Qyu] mi;ksx Qyu] 

mRiknu Qyu vkfn dk izFke vodyt muds lhekUr ekuksa dks crkrk gSA ftls fofHkUu 

mnkgj.kksa }kjk uhps Li"V fd;k Xk;k gSA 

mnkgj.k%& fdlh QeZ dk ykxr Qyu�� � 0
E �;E � 
���;1 ( �; ( 
�����fn;k gks 

rks ��oha bdkbZ dh mRiknu dh ykxr Kkr dhft,A tgk¡ � dqy ykxr rFkk 

;��mRiknu Lrj gSA 
gy&  fn;k  � �� 0E �;E � 
��;1 ( �; ( 
��� 
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��oha bdkbZ dh mRiknu ykxr oLrqr% mRiknu Lrj ��oha bdkbZ ij QeZ dh lhekUr 

ykxr gksXh vr% lhekUr ykxr ��E� ds fy;s ykxr Qyu � dks���; ds lkis{k 

vodfyr djus ij & 

��E ���� +J+K ��;1 � �; ( �   
; � �� j[kus ij  ��E �� ���1 � �&�*( � � ���    
vr% ��oha bdkbZ dh mRiknu ykxr � �� gksXkhA 

mnkgj.k%& ,d mRiknd ds fy;s ek¡Xk Qyu � � � � "�����gS rks mRiknd dks 

rhljh bdkbZ ds fodzz; ls fdruh vk; izkIr gksXkhA  

gy&  rhljh bdkbZ ls izkIr vk; rhljh bdkbZ ds fodz; ls lhekUr vk; gksXkhA dqy 

vk; � � fodz; ek=k ��� 6���ewY; �!� 
vc dqy vk;  � � ����!                        

� � 6 &� � "���* 
� �� � "�� �1  
lhekUr vk; ��� � +L

+� �
+
+� ����� � "�� �1� � � � �  

� � ��� j[kus ij ��� � � � � � ��  
vr% rhljha bdkbZ ls izkIr lhekUr vk; � � gSA 

mnkgj.k%&3  ek¡Xk Qyu � � �� � ! � "�
���!1 ds fcUnq ! � ��ij ek¡Xk dh 

yksp Kkr dhft;sA 

gy& fn;k gS ! � � bl ewY; ij ek=k 

� � �� � � � "�
� ���1 
� �� � � � � � � 

vc ek¡Xk dh yksp 

� � � +�
+M ���������

M
�   fudkyus ds fy;s 

�� dks !��ds lkis{k vodfyr djus ij 
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��
�! � " � � � "��! 

! � � j[kus ij +�+M ���� � "���&�* � �� � 
 � ��  
vr% � ���{� � 6 N

N }� � � 

mnkgj.k%&4 vkSlr vk; lhekUr vk; rFkk ek¡Xk dh yksp ds chp lEcU/k LFkkfir 

dhft,A 

gy& � � !�����tgk¡ � dqy vk;] !���dqy ewY; Lrj rFkk � ek¡Xk Lrj gSA 

lhekUr vk; ��������������� � +L
+�  �

+�
+� ���!� �� 

� ��!�����
�� ( �����

�!
����������� 

     {pw¡fd !����� dk ,d Qyu gSA} 

             ��� ! ( �� +M+�   

�������������������������� �!�{�� ( �
! � �

�!
�� �} 

                � �!�{�� � 0
8 ��}  

             {��pw¡fd � � � 
+�
+M ������

�
M } 

         ;k ������������ �  ����{�� ��08 �}����    pw¡fd�! � �� 

3-11- 2 f}rh; ,oa mPprj dksfV ds vodyuksa ds vkfFkZd vuqiz;ksx& mfPp"B ,oa 

fufEu"B ds vkfFkd vuqiz;ksx%& 

mnkgj.k&5 ,d mRiknd ds fy, ek¡X Qyu��; � �
" � "��!� "��!1 fn;k gS( 
vf/kdre vk; izkIr djus ds fy;s mRiknd fdruh bdkb;ksa dk fodz; djsXkA 

gy& fn;k gS ek¡Xk Qyu ; � �
" � "��! � "��!1 
vc dqy vk; &�* � !� ; 
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��� &�
" � "��! � "��!1*���! 

� �
"! � "��!1 � "��!E 
vk; ds vf/kdrehdj.k gsrq vko“;d “krZ 

+L
+M �� " 

� ��
+��
+M ����&�
"! � "��!1 � "��!E* � "  

;k   �
" � ! � "�!!1 � "  
;k   �"�!!1 � ! ( �
" � "  
;k   ! � .0�O�0"I	01)�")�P


1�")�P  

������������� 

      �
.0�√0.IE1

"0�R  

����������������
(� 1 
"�


���

 

� ����! � .0.1)�R
"0�R      ;k ! � 0"1)�R

"0�R  

 

� ���! � 10�R
0�R    tks Lohdk;Z ugh gS D;ksafd ewY; _.kkRed ugha gks ldrk gSA 

vr%   ! � 0P�R
0�R � �� 

+L��
+M  dk iqu% !�ds lkis{k vodyu djus ij 

�1!�
�!1 � �� � ��
! 

! � ���j[kus ij 
�1!
�!1 � �� � ��
&��* � �� � �!�
 
� �
"�
 � " tks fd � ds vf/kdre gksus dh Ik;kZIr “krZ gSA 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   
��

vr% ge dgsXksa fd ! � �� ij vk; vf/kdre gSA 

mnkgj.k6%& n“kkZb;s fd lhekUr ykxr odz vkSlr ykxr odz ds U;wure fcUnq ij 

mldks uhps ls dkVrk gSA 

gy&  ekuk ykxr Qyu � � 4&6*gSA 
vkSlr ykxr Qyu &�E* � S

T 

vkSlr ykxr Qyu ds U;wure fcUnq gksus ds fy;s vko“;d “krZ 
+&6S'
+T � " 

� ��
�

�6� �����
E
6�� � " 

� �
6���� �����

�6 � ���6��
�6

��61 �� " 

� �6� �����
�6 � � � "��7 6 5 "� 

� �
�+J��
+T � 

U
V ����� ��  �E � �E 

vFkkZr �E ds U;wure fcUnq ij �E� odz �E odz dks dkVrk gSA 

vkSlr ykxr odz ds U;wure fcUnq ds fy, Ik;kZIr “krZ 

������������������������������������
��1�E
�61  " 

             � 
+
+T� �9��

T�WS"S
T�� �:  "  

� ����������������
T��{� '

'(�
��T�WS" ')

'(�
}�"�{�&TWS"S'��'��(�

'(�
}�

T% � "  

                                  

� �61[�{6� �
�6��E (�E� �6

�6� }��E]� 	&6�E � E*
6
  "��
7 6  " 
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� 6E�
�

�6� ���E (�E61 ��E61 � 
�E61 ( 
6E�  " 

� �6E � ++T� ��E � 
61 �9�E � 1TS
T�� :  "�������� 

A7 �E � �E�����6  "B 
� ��

�
�6� ��E  " 

�vFkkZr tc �E�odz �� odz dks mlds U;wure fcUnq ij dkVrk gS rks ml le; 

�E�odz dk <ky /kukRed gksrk gS vFkkZr �E�odz ck;sa ls nk;sa Åij dh vksj mB jgk 

gksrk gS3 vr% ;g fl) gqvk dh �E�odz �E odz dks mlds U;wure fcUnq ij dkVrk 

gSA 

mnkgj.k 7%&  QeZ ds lUrqyu dh “krZ le>kb;sA 

gy &   QeZ dk mn~ns“; ykHk vf/kdre djuk gksrk gSA  

QeZ dk ykHk���vkxe � dqy ykxr 

;k � � � � E��tgk¡ �	�	E	��LkHkh mRiknd Lrj &6* ds Qyu gSA QeZ ds ykHk 

vf/kdre djus dh vko“;d “krZ 
+X
+T� � " 

� �
�

�6� �&� � E* � " 

� 
��
�6� ��

�
6� �E � " 

� ��
��
�6� � �

�E
�6��� 

;k �� � �E 

QeZ dk ykHk vf/kdre djus dh Ik;kZIr “krZ 

�1�
�61� � " 
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� �����
�

�6� �>
�

�6�� �
�

�6� �E? ��� " 

� �������
�

�6� �&�� ��E* ���� " 

� �����
�

�6� ��� �� �
�6� ��E���� � " 

� �������
�

�6� ���� � � �
�6� ��E 

vFkkZr tc ykHk vf/kdre gksrk gS rks lhekUr vkxe ���� RkFkk lhekUr 

ykxr&�E*�cjkcj gksrs gS rFkk lhekUr vkxe dks lhekUr ykxr odz uhps ls dkVRkk 

gSA  

 

blh izdkj miHkksXk Qyu dk vodyu djus ij lhekUr miHkksXk 

izo`fRr��&��E*	��cpr Qyu dk vodyu djus ij lhekUr cpr izo`fRr 

&��%*	��fofu;ksx Qyu dk vodyu djus ij lhekUr fofu;ksx izo`fRr 

&��5*��vkfn izkIr gksrs gSA 

3-11-3 mRiknd@QeZ ij djkjksi.k % 

QeZ ij dbZ izdkj ls djkjksi.k fd;k tk ldrk gSA bl HkkX esa ge mnkgj.kksa dh 

lgk;rk ls djkjksi.k dh fofHkUu fof/k;ksa dks mRiknu] ewY;] ykHk vkfn ij iMus okys 

izHkkoksa dk v/;;u djsxsasA 

¼1½ tc QeZ ij ,deq”rdj  yXkk fn;k tk, ¼vuqKk”kqYd@ysoh½ 

;fn QeZ dk ek¡Xk Qyu � � 
� � "��� rFkk ykXkr Qyu  E � �1 ( �� (
����gks vkSj ljdkj QeZ ij ,d eq“r dj 10:0 yXkk ns rks larqyu ewY;] mRiknu Lrj 

dk QeZ ds Åij D;k izHkko iMsXkkA 

djkjksi.k ls iwoZ 

QeZ dk ykHk � � � � E 
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��� &
� � "���*� � ��1 ( �� ( �� 
;k � � �����1 ( ��� � � 
ykHk vf/kdre dh vko“;d “krZ 

+X
+� � " � ���
� ( �� � "�;k � � � 
Ik;kZIr “krZ  

�1�
��1 � &���
� ( ��* � ���
 � " 

ewY; � � 
� � "�� 6 � � �
3 rFkk 
ykHk � � ������1 ( �� 6 � � � 

� ��" ( 
" � � � �� 

djkjksi.k ds ckn ykXkr Qyu �D � �1 ( �� ( � ( �" 
rFkk � � �����1 ( ��� ( �� 
+X*
+� � " � ���
� ( �� � " ;k 
� � �	 � � 
� � "�� 6 � � �
 
rFkk ykHk � � �������1 ( �� 6 � � �� � 
� 
vr% ,deq“r dj yXkus ij mRiknu Lrj rFkk cktkj ewY; vifjofrZr jgrk gS fdUrq 

ykHk dj dh ek=k ls de gks tkrk gS vFkkZr bl fLFkfr esas mRiknd dks iwjk dj Lo;a 

ogu djuk iMrk gSA 

¼2½ izfr bdkbZ dj& ekuk izfr bdkbZ :01 dj yXk fn;k tk;s rks ykxr Qyu 

�D � �1 ( �� ( � ( � 6 � � �1 ( �� ( � 
djksijkUr ykHk Qyu �D � 
�� � "���1 � �1 � �� � � 
;k �D � �����1 ( ��� � � 

��D
�� � " � ���
� ( �� � " 

;k � � 0N)
E1 � ���
��	 
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ewY; � � 
� � "�� 6 0N)
E1 �

1P0
0Y � �
��!	 

ykHk � ������ 6 �ZN0Y�1 ( �� 6 9ZN0Y:� � � �"����
 
vFkkZr mRiknu ?kVsXk] ewY; c<sXkk rFkk ykHk ?kVsXkkA 

/;ku nsa QeZ dj dk iwjk Hkkj miHkksDRkk ij Mkyus esa lQy ugh gksrh gS dj dk fdruk 

Hkkj miHkksDrk ij Mkyk tk ldrk gS ;k ek¡Xk dh yksp ij fuHkZj djrk gSA  

djkjksi.k ls izkIr dj vk; dks vf/kdre djus okyh ^izfr bdkbZ dj nj*%& 

ekuk dj vf/kdre djus okyh izfr bdkbZ dj nj � ��bdkbZ 

�D � �1 ( �� ( � ( �� 

�D � 
�� � "���1 � �1 � &� ( �*� � � 
ykHk vf/kdre gksus dh vko“;d “krZ 

��D
�� � " � ���
� ( �� � � � 

� �� � �� � �
��


 

dj vk;  

# � �� � � ��� � �1
��


 

dj vk; vf/kdre dh vko“;d “krZ 

�#
�� � " � 

�

��

���

�
���� ��A��� � �1B � �� � 
�

��

� " 

� � � ��


� 
 

3-11-4 ufr ifjorZu fcUnq % 

mnkgj.k 8%& ,d mRiknd dsoy ,d gh vkXkr dk iz;ksx djrk gS vkSj mldk 

mRiknu Qyu 6 � �
 ( �� ( 
�1 � 0
E �E���gS( tgk¡ �vkXr dh bdkbZ rFkk 
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6��mRiknu Lrj gSA vkXr dk og bdkbZ Lrj Kkr dhft, ftl ij mRiknu dk izFke 

pj.k vFkkZr mRifRr o`f) dk fu;e lekIr gks jgk gSA 

gy&  mRifRr o`f) dk fu;e ykXw gksus ij lhekUr mRifRr c<rh gS ftlds dkj.k 

mRiknu Qyu �� v{k ds izfr mRry gksrk gSA mRifRr fu;e lekIr gksus ij mRiknu 

Qyu viuh ufr ifjofRkZr djds����ds izfr vory gks tkrk gSA vr% mRifRr o`f) dk 

fu;e ufr ifjorZu fcUnq rd ykXkw jgrk gSA vr% fn;s X;s mRiknu Qyu dk ufr 

ifjorZu fcUnq Kkr djsXksaA 

ufr ifjoRkZu fcUnq dh vko“;d “krZ & 

�����
�16
��1� � " 

Ikgys 6�dk ,d ckj � ds lkis{k vodyu 
+T
+��  Kkr djsXksaA 

�6
��� � � ( �� � �1 

+T
+�� dk � ds lkis{k iqu% vodyu djus ij 

�16
��1� �

�
��� �{�

�6
��� } � � � 
� 

�16
��1� � "������ � ��� � 
� � " 

� � � 
 
Ukfr ifjorZu fcUnq ds fy, Ik;kZIr “krZ ds fy;s 

�E6
��E� 5 " 

vc 

�E6
��E� � 
 5 " 
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vr% vkXr bdkbZ Lrj � � 
 ij mRiknu dk izFke pj.k& mRifRr o`f) dk fu;e 

lekIr gks jgk gSaA 

3-12 “kCnkoyh 

izFke vodyt& tc fdlh fn;s gq;s Qyu dks flQZ ,d ckj vodfyr fd;k tk;s rks 

izkIr ifj.kkeA 

lhekUr& fdlh pj dh ,d vdsyh bdkbZ ds }kjk ldy ifj.kke esa yk;k tkus okyk 

vUrjA 

pjeeku& Qyu ds ,sls fcUnq tks vius vkl&ikl ds lehiorhZ fcUnqvksa ls mPpre 

rFkk fuEure gks( bUgsa dze“k% mfPp"B rFkk fufEu"B dgrs gSA ,d gh Qyu esa ,d ls 

vf/kd pjeeku gks ldrs gSA 

iw.kZ izfr;ksfXkrk& cktkj dh og n”kk ftlesa ,d gh oLrq ds vla[; dzsrk ,oa fodzsrk gksa 

ftudk O;fDrXkr :Ik ls cktkj dh ek¡Xk ij dksbZ izHkko u iMrk gks rFkk ftudk cktkj 

esa izos”k ;k fu"dklu fuckZ/k gksA 

3-13 lkajk”k& bl v/;k; ds v/;;u ds Ik“pkr~ vki vodyu ,oa blls tqMs reke 

fu;eksa ;Fkk nks Qyuksa ds ;ksxk] vUrj] Xqk.kuQy rFkk HkktQy ds vodyu ds fu;e] 

Ja[kyk fu;e bR;kfn rFkk mfPp"B ,oa fufEu"B ufr ifjorZu fcUnq vkfn dh 

vo/kkj.kkvksa ls lqifjfpr gks Xk;s gSA vodyu dh le> vkidks fofHkUu vkaf“kd 

vo/kkj.kkvksa tSls& lhekUr eku ¼lhekUr mi;ksfXrk] lhekUr mRikndrk] lhekUr ykxr] 

lhekUr vk; vkfn½] ek¡X dh yksp] iwfrZ dh yksp vkfn dks le>us esa lgk;d gksXkhA QeZ 

ds lUrqyu dk fo“ys"k.k mfPp"B ,oa fufEu"B dh lgk;rk ls fd;k tkrk gSA 

3-14 vH;kl iz”u 

¼1½ fjDr LFkku dks Hkfj;sA 

¼d½ izFke vodyt Qyu ds ------------------- dks O;DRk djrk gSA ¼mHkkj@<ky½ 

¼[k½ vodyt Qyu ds ----------------- eku dks n“kkZrk gSA ¼lhekUr@vkSlr½ 

¼Xk½ vodyt Qyu esa ----------------- dks n“kkZrk gSA ¼ifjorZu dh ek=k@ifjorZu dh nj½ 

¼?k½ ckj&ckj vodyu djus ls vodyt dh --------------- c<rh gSA ¼dksfV@?kkr½ 

¼³½ mfPp"B fcUnq Qyu ds ------------ fcUnqvksa esa loksZPp gksrk gSA ¼lHkh@vkl& ikl ds½ 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ���

¼p½ ufr ifjorZu fcUnq ij Li“kZ js[kk Qyu dks ------------------ gSaA 

¼Li“kZ djrh gS@nks HkkXksa esa ckVrh gS½ 

¼2½ fuEu dFkuksa esa lR; ,oa vlR; dks fpfàr dhft;sA 

¼d½ fdlh ,d ?kkrh; Qyu dk izFke dksfV dk vodyt ,d vpj jkf“k gksrh gSA 

¼lR;@vlR;½ 

¼[k½ Qyu ds dsoy lrr~ HkkX ij vodyu lEHko gSaA ¼lR;@vlR;½ 

¼X½ ufr ifjorZu fcUnq ij Qyu dh <ky fLFkj jgrh gSA ¼lR;@vlR;½ 

¼?k½ pje fcUnqvksa ij Qyu dh Li“kZ js[kk dh <ky “kwU; gksrh gSA¼lR;@vlR;½ 

¼³½ fdlh fn;s gq;s Qyu esa ,d ls vf/kd pje eku izkIr gks ldrs gSA 

¼lR;@vlR;½ 

¼p½ nks Qyuksa ds ;ksxQy dk vodyt bu Qyuksa ds vyx&2 vodytksa ds Xkq.kuQy 

ds cjkcj gksrk gSSA ¼lR;@vlR;½ 

3-15 vH;kl iz“uksa ds mRrj 

¼1½ ¼d½ <ky]     ¼[k½ lhekUr    ¼Xk½ ifjorZu dh nj  ¼?k½ dksfV   ¼³½ vkl ikl ds   

¼p½ nks HkkXksa esa cWkVrhA 

¼2½ ¼d½ lR;     ¼[k½ lR;     ¼X½ vlR;     ¼?k½ lR;   ¼³½ lR;  

¼p½ vlR;A 

3-16 Lkgk;d XkzUFk  

1- feJ] ts-ih-] Xkf.krh; vFkZ”kkL=] lfgR;Hkou ifCyds”kuA 

���������������� � �	
���
���
��������������������
�����������
��
�����
�����
�� 

3- vXkzoky] Mh-vkj-( Xkf.krh; vFkZ”kkL=] o`Unk ifCyds”kUlA 

4- esgrk] ch-lh- ,oa enukuh] th-,e-ds( vFkZ”kkL= esa izkjfEHkd Xkf.kr( y{ehukjk;.k 

vXkzokyifCyds”kUlA

�������������������������	�
����� ���������	
�������
����	����	��������������	
��	��� 

6- Mk0 ,l-,u- yky] Mk0 ,l-ds- prqosZnh ,oa Mk0 ,l- ds- yky( vkfFkZd fo”ys’k.k dh 

rduhdh( f”ko ifCyds”kUlA 
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3-17 lUnHkZ XkzUFk 

1- egs”k pUnz( esgjks=k] izdk”k ukjk;.k( vFkZ”kkL=h; Xf.kr( mRrj izns”k fgUnh XzaFk 

vdkneh] y[kuÅA 

��������
� �� � ���������	
����������	��	
�������
����	����  

����������
��� 	����������	
���������	�������
����	
����
�	�����
���� � ���� ���
� 

����	���� ����������� 	�� ������������������������������	
�����
����	
���

��!

�"#������$�����������
�� 

3-18 fucU/kkRed iz”u 

¼1½ fuEu Qyuksa ds izFke dksfV ds vodyt Kkr dhft;sA 

¼d½ �Z�   ¼[k½ �"Z�1� ¼X½ 0
��

&
�

  ¼?k½ 4�1 ( 1
�   ¼³½ 

0
� �
� ( ���E�1 

¼p½ &�1 ( �*�� ( ��1�  ¼N½ 
√[
["0 

¼2½  fuEu Qyuksa ds fy;s � ds os eku Kkr djsa ftu ij Qyu ds mfPp"B ;k fufEu"B 

eku izkIr gksxssA Qyu ds mfPp"B rFkk fufEu"B eku Hkh Kkr djsaA 

¼d½ � � ��E ( P
1 �1 � �� ( � 

¼[k½ � � F�&�1 � �* 
¼X½  � � �� � 0

� 

¼3½ fn;s gq;s Qyu dh odzh;rk dh tk¡p dhft, ,oa ufr ifjorZu fcUnq Hkh Kkr djsaA 

¼;fn gks rks½ 

¼d½ � � �E2�1 ( �" ¼[k½ � ��� ��
N ( 
�� 

¼Xk½ � � 0
E �E � 0

�� ( 
�� � �
 
¼4½ fdlh ,dkf/kdkjh QeZ dk ek¡Xk Qyu � � 
" � "��; rFkk ykxr Qyu 

� � "��;E � �"!�;1 ( �
�!�; gS rks QeZ dk ykHk vf/kdre djus okyk ewY; 

rFkk mRiknu Lrj ,oa vf/kdre ykHk Kkr dhft,A 
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bdkbZ 4% y?kqxq.kdh; ,oa vkaf“kd vodyu 
 
bdkbZ lajpuk 
 
4-1  izLrkouk 
4-2  mnns“; 
4-3   y?kqXkq.kdh; Qyuksas dk vodyu 

4-3-1  pj ?kkarkdh Qyuksa dk vodyu 
4-3-2  Jà[kyk fu;e dk mi;ksxk  

4-4  vkaf“kd vodyu 
 4-4-1 vkaf“kd vodyt 
 4-4-2 mPpdksfV vkaf“kd vodyt 
 4-4-3 f}pjh; Qyuksa ds mfPp"B ,oa fufEu"B 
4-5  lekax Qyu 
 4-5-1 jSf[kd lekaxk Qyuksa ds Xkq.k 
4-6  iw.kZ vodyu 
4-7 cfU/kr vfreku 
4-8  vkfFkZd vuqiz;ksx 
 4-8-1 vkMh ek¡Xk yksp 
 4-8-2 miHkksDrk O;ogkj 
 4-8-3 odz ds urksnj@mUurksnj gksus dh “krZs 
 4-8-4 mRiknu dk fl)kUr 
 4-8-5 foHksnkRed ,dkf/kdkj 
 4-8-6 vYikf/kdkj 
4-9 vH;kl iz“u 
4-10 vH;kl iz“uksa ds mRrj 
4-11 lkjak“k 
4-12 “kCnkoyh 
4-13 lgk;d xzUFk 
4-14 lUnHkZ xzzUFk 
4-15 fucU/kkRed iz“u
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4-1 izLrkouk 
fiNyh bdkbZ esa geus ,d pjh; Qyuksa ds vodyu dk v/;;u fd;k gSA bl bdkbZ 

eas ge mlh dze dks vkXs c<+krs gq, ,d pjh; y?kqXkq.kdh; Qyuksa ds vodyu dh 

izfdz;k o fu;eksa dk v/;;u djsxsasA blds lkFk gh cgqpjh; Qyuksa ds vkaf“kd o iw.kZ 

vodyu] bu Qyuksa ds fujis{k vf/kdre@U;wure] izfrcaf/kr vf/kdre@U;wure rFkk 

,d pj ds lkis{k Qyu vf/kdre  RkFkk nwljs pj ds lkis{k U;wure gksus tSlh fof“k"V 

fLFkfr vkfn dk v/;;u djsxsasA 

vkaf“kd vodyu dh lgk;rk ls ,d cgqpjh; Qyu ij ,d fof“k"V Lora= pj 

¼dkjd½ ds iM+us okys izHkkoksa dh Xk.kuk dh tkrh gSA vusd LoRka= pjksa esa ls fdlh ,d 

pj dk izHkko ns[kus ds fy, vU; lHkh Lora= pjksa dks fLFkj j[kk tkrk gSA tc lHkh 

Lora= pj ifjorZu“khy gksrs gaS rks iw.kZ vodyu dh X.kuk gksrh gS tks lHkh Lora= pjksa 

ds ifjofrZr gksus dh fLFkfr esa Qyu ij iM+us okys dqy izHkkoksa dks Li"V djrk gSA 

 ,d cgqpjh; Qyu dks izHkkfor djus okys pjksa dh lhek dk fu/kkZj.k ;fn fdlh ckg~; 

dkjd }kjk vFkok ckg~; :Ik ls gks jgk gks rks izfrcaf/kr vf/kdre@U;wure dh lgk;rk 

ls Qyu dk loksZRd"̀V eku Kkr fd;k tk ldrk gSA izLrqr bdkbZ esa mDr Xf.krh; 

fof/k;ksa dk vFkZ“kkL= esa vuqiz;ksx djds miHkksDrk O;ogkj] mRiknu ds fl)kUr] QeZ ds 

fl)kUr vkfn dh Xkf.krh; vk[;k rFkk iqf"V dk Hkh v/;;u fd;k tk;sXkkA 

4-2 mn~ns”; 

bl bdkbZ dk mn~ns”; fo|kfFkZ;ksa dks y?kqxq.kdh; Qyuksa ds vodyu dh izfdz;k rFkk 

fu;eksa ls ifjfpr rFkk cgqpjh; Qyuksa ds vkaf”kd vodyu rFkk iw.kZ vodyu dh 

vo/kkj.kk] izfdz;k rFkk fu;eksa ls ifjfpr djkuk gS rkfd fo|kfFkZZ;ksa esa vFkZ“kkL= ds 

fofHkUu fl)kUrksa dks oSKkfud fof/k ls le>us dh {kerk fodflr gks ldsA lkFk gh 

fo|kfFkZ;ksa esa vFkZ“kkL= ds vUrXkZr vkus okyh ,slh leL;kvksa dk lek/kku <w<+usa dh 

{kerk Hkh fodflr gks( ftu leL;kvksa dk lek/kku mDr Xkf.krh; fof/k;ksa ls izkIr djuk 

lEHko gSA tks fo|kFkhZ Xkf.krh; fof/k;ksa esa ikjaXkr gks tkrs gaS] vFkZ“kkL= dk v/;;u 

muds fy;s vR;Ur ljy cu tkrk gSA 

 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   �	�

4-3 y/kqXkq.kdh; Qyuksa dk vodyu  

;fn � � 4&�*���� � �$ =����rks � dk izFke fl)kUr ls vodyt 

��
�� �� %&'2�) �

$ =8&� ( �*� $ =8��
�

 

�� %&'2�) �
$ =8� 9� ( ��:� $ =8��

�
 

                       ¼pwafd %-.��� � �$ =� ( �$ =�½ 

�������������������������������������������� � %&'2�) �
$ =8� ( $ =8� 9� ( ��:� $ =8��

�
 

�� � %&'2�) �
$ =8� 9� ( ��:

�
 

��� � %&'2�) ������
G�� �

�1

�1 (

�E
��E �

�I
��I (�4 � � H

�
� 

���������������������������������������������� � %&'2�) ������
2����

!
" +

�!�
. +�

$!$
" +$

%!%
.�����

2  

�� %&'2�)������
�

� �
�


�1 (
�1

�
�E �
�E

��I (�4 � � � 
        ��������

0
� 

vr%    
+
+� � � +

+� �$ =8� � 0
� 

4-3-1 pj ?kkrkadh Qyuksa dk vodyu% 

;fn � � 4&�*�� � ����rks +�+� � ��������gksXkk  
Pkj ?kkrkadh Qyu ds vodyu dk ;g fu;e y/kqXq.kdh; Qyu ds vodyu ds fu;e 

ls Hkh fuXZfer fd;k tk ldrk gSA � � ������dk izfrykse Qyu � � %-.���gksrk gSA 
vr% izfrykse Qyu ds fu;e ls  

��+
+� ���� � +�

+� �
0

+��+� �
0
0�� � � � ��� 
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bls izFke fl}kUr }kjk fuEuor~ izkIr fd;k tk ldrk gSA 

��
�� �

���
�� ���� � %&'2�) ������

��.2 � ��
�

 

 

� %&'
��������2�) ������

��&�2 � �*
�

� 

������������������������������������������� �$���������2�)

������

����
8!\�0.+

��
.+�
��
.+$
$�
.�"0�]

2
 

� %&'
�������2�) ������

��� >�� ( �

8
(
�1
�8
( 9�?

�
 

� %&'
�������2�) ������

�� >�� ( �

8
(
�1
�8
( 9�?

�
 

� �� 
4-3-2 Jà[kyk fu;e dk mi;ksx%  fdlh Hkh pj ?kkarkdh Qyu dk vodyu Jà[kyk 

fu;e dk iz;ksx djds ljyrk ls fd;k tk ldrk gSA ;fn 

� � 4&�*�� � �^���tgk¡ " � =&�* 
rks  

+�
+� �

+
+^ �^ ���+^+� � �^ ���+^+� 

mnkgj.k& ;fn � � ��$�� rks +�+� �
+������8!$ �
+	�$
 �������

+�����$
+�  

� ��$ �������1 � ��1�� �� 
blh izdkj fdlh Hkh y?kqxq.kdh; Qyu dk vodyu Jà[kyk fu;e dh lgk;rk ls 

ljyrk ls fd;k tk ldrk gSA 

;fn   

� � 4&�*�� � $ =8�"���tgk¡ " � =&�* 
Rkks               

+�
+� �

B3C,�^
+^ �� �

+^
+� 
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�
�

" �� �
�"
�� 

mnkgj.k%   ;fn���� � %-.&�1 ( ��*��bldk vodyu djus ds fy;s eku fy;k 

" � �1 ( �� rks  

�"
�� � 
� ( ����� 

rFkk         � � %-. "�� 
��
�" �

����
�" %-. " � �"�� 

vc      
+�
+� �

+�
+^ � %-. " � +^+�  

;k 
+�
+� �

0
	��.E�
 6 �
� ( ����������" ,oa +^+�� dk eku  j[kus ij�� 

;fn vk/kkj dksbZ vpj � gks %& 

� � 4&�*�� � �������rks y/kqxq.kd lafdz;k rFkk Jà[kyk fu;e dk iz;ksx djds gesa 

izkIr gksrk gSS&  

                %-.� � � 

��
�� � ���$ =8� 

blh izdkj y/kqxq.kdh; Qyuksa ds lUnHkZ esa ;fn& 

� � 4&�*�� � $ =7��  rks 

��
�� �

�

��$ =8� 

mnkgj.k%&    ;fn �� � �I"�  rks 
��
�� � ����

I"�� %-. � 

mnkgj.k    ;fn�� � $ =��  rks +�+� �
0

��B3C,I  
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4-4 vkaf”kd vodyu  

 vHkh rd ge yksXksa us ,d pjh; Qyu vFkkZr ,sls Qyuksa dk v/;;u fd;k gS tks 

dsoy ,d LorU= pj ij fuHkZj djrs gaS] Qyr% ,d gh LorU= pj esa ifjoRkZuksa ds }kjk 

Qyu esa gksus okys ifjoRkZuksa dh O;k[;k dj ikuk lEHko FkkA blhfy;s vHkh rd geus 

vodyu ds ftu fu;eksa dk v/;;u fd;k os ,d gh LorU= pj okys Qyuksa ds fy;s 

mi;ksxh gSa fdUrq vusd Qyu ,sls gksrs gSa tks ,d ls vf/kd LorU= Pkjksa ij fuHkZj djrs 

gSa( ftUgas cgqpjh; Qyu dgrs gaSA ftuds fo"k; esa ge bdkbZ&2 esa v/;;u dj pqds gSaA 

,sls Qyuksa esa gksus okys ifjorZu fdlh ,d ;k vusd LorU= pjksa esa gksus okys ifjorZu 

ds ifj.kke gksrs gSaA fdlh ,d fof“k"V LorU= pj ij Qyu dh vkfJrrk dk vkdyu 

djus ds fy;s ;g vko“;d gksXk fd vU; LorU= pjksa esa ml le; dksbZ ifjorZu u gks] 

vFkkZr os fLFkj jgas] vkfJrrk ds bl lEcU/k dk vkdyu vkaf“kd vodyu ds }kjk 

fd;k tkrk gS D;ksafd vodyu dh ;g izfdz;k Qyu esa gksus okys ifjorZu dh vkaf“kd 

O;k[;k djrh gSA  

4-4-1 vkaf”kd vodyt%& ekuk dksbZ Qyu � � 4&�0�144 �I*��Tkgk¡ ���� �
�	
	4 ��� ijLij ,d nwljh ls LorU= pj gSa] vr% ;fn dsoy LorU= pj �0 esa 
#�0 ifjorZu gksrk gS rks vU; LorU= pjksa �1:�:�:��/ ij bldk izHkko ugh iMsXk 

vkSj os fLFkj jgsXksaA rFkk bl dkj.k Qyu������esa gksus okyk ifjorZu����#�������0��esa gq;s 
ifjorZu���#�0 dk ifj.kke gksXkkA bu vUrjksa ds HkktQy dks ge fuEu izdkj fy[k 

ldrs gSA 

;�
;�0 ������

4&��0 ( #�0	 �144 � � �/*� 4��0�144 �/�
#�0  

;fn #�0 dh “kwU;ksUeq[kh lhek yks rks gesa �0 ds lkis{k �dk vkaf“kd vodyt izkIr 

gksXkkA 

%&'
����)

;�
;�0 ��� %&'����)

��
4&�0 ( #�0	 �1	 �E44 � � �/* � 4��0�144 �/�

#�0 � 
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�
I�
I�0 

Tkks �0 ds lkis{k � dk vkaf“kd vodyt gS vkSj ;g bafXkr djrk gS fd bl le; “ks"k 

lHkh LorU= pj �144 �/ fLFkj gSaA 
blh izdkj Qyu � dk vkaf“kd vodyt �1 ;k �E�;k 4 � � �/ ds lkis{k Hkh 

fudkyk tk ldrk gSA lkekU; :i ls ge bls 
_�
_��  fy[krs gSa tgk¡ � � �	 ;k 
	 ;k 

�	 ;k ��gSA vkaf“kd vodyt dh izfdz;k dks ge fuEu mnkgj.k ls le> ldrs gSA 

mnkgj.k%& � � 4��0	 �1	 �E	 �I��� � �0E�I ( 
�1 �E ( �01��1�E�I  
dk�����0	 �1	 �E	 �I ds lkis{k vkaf“kd vodyu dhft,A 

gy%&  vkaf“kd vodyt Kkr djrs le; ftl LorU= pj ds lkis{k vodyu djuk 

gS mls NksM+dj “ks"k lHkh LorU= pj dks fLFkjkad eku dj O;ogkj djrs gS( rFkk 

vodyu dh  “ks"k izfdz;k ,d pjh; vodyuksa ds tSlh gksrh gSA 

fn;s gq;s Qyu dk  �0 ds lkis{k vkaf“kd vodyt& ;gk¡ vU; LorU= pjksa 

�1	 �E	 �I dks fLFkjkad eku fy;k tk;sXkkA 

I�
I�0 � ��01�I ( " ( 
��0� �1� �E� �I 

fn;s Xk;s Qyu dk �1�ds lkis{k vkaf“kd vodyt&;gk¡ �0	 �E	 �I  dks fLFkjkad eku 

fy;k tk;sXkkA 

I�
I�1 � " ( 
�E ( �01�E��I 

fn;s X;s Qyu dk �E ds lkis{k vkaf“kd vodyt& ;gk¡ ��0�1��I dks fLFkjkad eku 

fy;k tk;sXkkA 

I�
I�E � " ( 
�1 ( �01�1��I 
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fn;s Xk;s Qyu dk �I ds lkis{k vkaf“kd vodyt& ;gk¡ ��0�1��E dks fLFkjkad eku 

fy;k tk;sXkkA 

I�
I�I � �0E ( " ( �01��1��E 

4-4-2 mPp dksfV ds vkaf”kd vodyt%& nks ;k nks ls vf/kd LorU= pjksa ds fdlh Hkh 

Qyu ds fy;s f}rh; ;k mPprj dksfV ds vkaf“kd vodyt fudkys tk ldrs gSA 

mnkgj.k ds fy;s ;fn dksbZ Qyu " � 4J�����K�nks LorU= pjksa dk Qyu gS rks ge 

v/;;u dj pqds gS fd blds izFke dksfV ds nks vkaf“kd vodyt �
_^
_� ;k �"	�
 rFkk 

_^
_� ;k �"	�
� izkIr gksrs gSaA ;fn bu vkaf“kd vodytksa dk iqu% vkaf“kd vodyu dj 

fn;k tk;s rks f}rh; dksfV ds vodyt izkIr gksXs] tks fuEuor~ gksXksA 
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;gk¡ ;g /;ku nsa fd [k vkSj ?k f=;d vkaf“kd vodyt dgs tkrs gSa rFkk buesa <gj= esa 

dze cnyus ls ifj.kke vifjofrZr jgrk gSA vFkkZRk 
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nks ls vf/kd pjksa okys Qyuksa ds f}rh; dksfV ds vkaf“kd vodyt Hkh blh izdkj izkIr 

fd;s tk ldrs gSA 

       f}rh; dksfV ds vkaf“kd vodytksa dk iqu% vkaf“kd vodyt djus ij rr̀h; 

dksfV ds vkaf”kd vodyt rFkk blh izdkj mPprj dksfV ds vkaf“kd vodyt izkIr 

fd;s tk ldrs gSaA 

mnkgj.k%&  ;fn " � 4&�	 �*� " � ��1 ( 
��� ( ��1 

rks 
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Li"V gS fd 
_�^
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_�^
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4-4-3 f}pjh; Qyuksa ds mfPp"B ,oa fuEufu"B %& 

f}pjh; Qyuksa ds mfPp"B ,oa fufEu"B ekuks ds fy;s vko“;d “krsZ fuEu rkfydk esa nh 

gSA 

             “krsZ Qyu " � 4&�	�* ds 

 mfPp"B fufEu"B 

vko“;d _^
_�� � "�rFkk 
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Ik;kZIr “krZ _�^
_�� � "�rFkk 

_�^
_�� � " 
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mnkgj.k%& ;fn " � 4&�	 �*� " � �1 � �� ( �1 gks rks " ds mfPp"B ,oa 

fufEu"B fcUnq Kkr dhft,A 

gy&             "&�'`1�"�����������^-!!.`1�� 
"&�'`"�.1�����������^�//	`1�� 

"�������`�"�0�� 
mfPp"B ,oa fufEu"B ds fy;s vko“;d “krZ&  

"� ��"� � " 

� � � � "���rFkk �� � 
� � "	����dks gy djus ij � � " rFkk � � " 
Qyr% " � "	 vFkkZr ewy fcUnqA 

Ik;kZIr “krZ 
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1    vr% Qyu esa ,d gh fcUnq fufEu"B gSA 

4-5 lekax Qyu 

fdlh Qyu dks � ?kkr dk lekax Qyu dgk tk;sXkk ;fn Qyu ds leLr LorU= pjksa 

esa  ��dk Xkq.kk djus  ij Qyu dk eku  �a Xkquk ifjofrZr gks tk;sA vFkkZr 

;fn  4&���0	 ��1	 44 ��/* � �a �4&��0	 �1	 44 �/* 
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Rkks Qyu 4&��0	 �1	 44 �/* � ?kkr dk lekax Qyu gSA 

mnkgj.k%& Qyu " � 4&�	 �*���" � 7��.12��.���
	�"�
  dh lekaxrk dk ijh{k.k 

dhft, rFkk lekaxrk dh dksfV crkb;sA 

gy&   4&��	 ��* � 7	��
�.12&��'&��'.�	��
�
	��"��
  

������
�1�����1 ( 
��� ( ��1�

��� � ��  

������
������1 ( 
��� ( ��1�

�� � ��  

� ���4�&�	�* 
vr% fn;k Xk;k Qyu lekaxk gS rFkk lekaxrk dh dksfV <�=�gSA 

4-5-1 jSf[kd lekax Qyuksa ds Xkq.k%&  ,d ?kkr ds lekaxk Qyu dks jSf[kd lekax 

Qyu dgrs gSA ftlds xqq.k fuEuor~ gSA 

&�*���jSf[kd lekaxk Qyu " � 4��	 �� dks " � ��=���� 
vFkok " � �� ����� Hkh fy[k ldrs gS tgkW = rFkk � ,d pjh; Qyu gSA 

pw¡fd    4&��	��* � ���4��	�� 
;fn    � � 0

� ysa rks 

      4 90� �	 0� �: � 0
� �4&�	�* 

;k    4 9�	��� ��: � 0
� �4��	�� 

;k   ��= 9��: �� 0� �4��	 �� 
;k    4&�	 �* � ��=���� 
blh izdkj ge fn[kk ldrs gS fd 4&�	�* � �� � 9��: 
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����  jSf[kd lekax Qyu " � 4��	 �� ds vkaf“kd vodyt 
b^
b� rFkk���

b^
b� LorU= 

pjksa ��	 �� ds vuqikr ds Qyu gksrs gSaA 

" � 4&�	 �* � ��=���� 
L"
L� � �� L

L� M= 9�
�:N( = 9�

�:� 

� � 9��: =( 9��:( =����   tks fd �
�
�� dk Qyu gSA 

blh izdkj 
b^
b� � =( 9��:� tks ��� dk ,d Qyu gSA 

����� jSf[kd lekax Qyu ds vkaf“kd vodytksa esa laXkr pj ls xqq.kk dj ds ;ksxk 

djus ij ogh Qyu izkIr gksrk gSA vFkkZr 

" � 4&�	�* � ����� L"
L� ( ����� L"

L� 

ftls vk;yj izes; ;k ekax izes; Hkh dgrs gSaA 

xqq.k � rFkk xq.k ��� ls 

" � ��=���� rFkk 
b^
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,oa 
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4-6 iw.kZ vodyu 

tc fdlh cgqpjh; Qyu ds lHkh pj ,d gh le; esa ifjorZu“khy gksa rks leLr 

LorU= pjksa esa ifjorZu ds ifj.kke Lo:i Qyu esa gkus okys ifjorZu dks iw.kZ vodyu 
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}kjk Kkr fd;k tkrk gSA ;fn dksbZz Qyu " � 4��	�� esa � rFkk � ,d lkFk 

ifjofrZr gks rks " esa ifjorZu& 
�" � I"

I� ��� ( I"
I� ��� 

Tkks Qyu " dk iw.kZ vodyu gSaaaaA 

Qyuksa ds ;ksxk] vUrj] Xkq.kuQy rFkk HkktQy ls izkIr Qyuksa ds Qyu dk iw.kZ 

vodyu ,sls lUnHkkZs esa lkekU; vodyuksa ds fu;eksa ds vuq:i gh fd;k tkrk gSA 

mnkgj.k%&    ;fn " � &�1 ( �*�
� � �1� rks 

�" � &
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� &��1 ( 
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��1*�� ( &
� � ��1 � 
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4-7 cfU/kr vfreku ¼mfPp"B rFkk fufEu"B ½  

 iwoZ esa ge Qyuksa ds LorU= vfrekuksa ¼mfPp"B rFkk fufEu"B ½ dh Xk.kuk fof/k dk 

v/;;u dj pqqds gSa fdUrq vusd lUnHkksZ esa fdlh Qyu dks ,d nh gqbZ “krZ ;k cU/ku 

ls ca/k dj mfPp"B rFkk fufEu"B eku /kkj.k djus dh fLFkfr gksrh gSA ,sls l“krZ ;k 

cfU/kr mfPp"B rFkk fufEu"B dks Kkr djus dh fof/k dks <ysxSzsUt=� us fodflr fd;k 

FkkA bl fof/k dks fuEu mnkgj.k ls le> ldrs gaSA 

mnkgj.k%& ;fn Qyu � � 4��0��1� ,oa izfrcU/k " � =&�0��1*��0��0 (
�1��1 � ��gS rks bl izfrcU/k ls cfU/kr djds Qyu ds mfPp"B@ fufEu"B eku Kkr 

dhft;sA  

gy%  fn;s gq;s Qyu ds  izfrcfU/kr vf/kdre gsrq ySaXkSUt Qyu 

Q � 4 &�0��1*( R&� � �0��0 � �1��1* 
izfrcfU/kr mfPp"B@ fufEu"B dh vko“;d “krZs 
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bc
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(iii)
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bd � " � ���� � �0��0 � �1��1 � " 

Ik;kZIr “krsZ 

&�*��� mfPp"B gsrq lhekafdr gsfl;u lkjf.kd S � " 

��� fufEu"B gsrq lhekafdr gsfl;u lkjf.kd S  " 

tgkW      
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vr% �0 � 0
1  rFkk �1 � N

I ij Qyu nh XkbZ “krZ ls cfU/kr gksdj mfPp"B eku nsXkkA 

mnkgj.k%& ;fn Qyu � � 4&�0�1*�� � �01�0�1 rFkk “krZ " �
=&�0�1*� �0 ( 
�1 � �� rks bl “krZ ;k cU/ku ls cU/k dj Qyu ds vfreku Kkr 

djsaA 

gy&  ySXkszUt Qyu Q � fn;k gqvk Qyu (R ¼nh gqbZ “krZ½ 

;gk¡ Q � �01��0�1 ( R�� � �0 � 
�1� 
vfrekuksa ds fy;s vko“;d “krsZ  
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�0 � �1 � R � " 
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�0 � �1 � R ��������&�* 
LQ
L�1 � "� � ���0 � 
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;k      

  

 

�1� dk eku ����� esa j[kus ij 

� � �0 ( 
�����0


� 

;k  6�0 � � 
     �0 � E

Y ��
0
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�

�
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i;kZIr “krZ ;k f}rh; dksfV dh “krZ  

  ,sls lUnHkkZs esa ;fn gsfl;u lkjf.kd �STUU� dk � " rks Qyu dk eku mfPp"B  gksXk 

vkSj ;fn STUU  " rks Qyu dk eku fufEu"B gksXkkA 

4-8 vkfFkZd vuqiz;ksx 

 vkaf“kd vodyu dh lgk;rk ls miHkksDRkk dk O;ogkj]  mRiknd dk O;ogkj] 

vYikf/kdkj] foHksnkRed ,dkf/kdkj]  vkMh ekWXk yksp bR;kfn dk v/;;u fd;k tk 

ldrk gSA  

4-8-1 vkMh ekWXk yksp%  

mnkgj.k%& oLrq � dk ekax Qyu 6� � 
 � "��!� ( "�
�!� 
gks rks !� � 
 rFkk !� � � ij � ds ewY; ds lkis{k � dh vkMh ekax dh yksp 

Kkr dhft,A 

gy%&   � ds ewY; ds lkis{k � dh vkMh ekaxk dh yksp��������������� 

���� ���������bT0bT/ ���
M/
M!   

��0


� �1 
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ekaxk lehdj.k esa��!� ,oa !� ds eku j[kus ij 

6� � 
 � "��&
*( "�
�&�* 
� 
 � "�� ( � � 
�� 

RkFkk  
bT0
bT/ �

b
bT/ �V
 � "���!� ( "�
�!�W"�
�� 

  ��� � ���"�
� 6 I
1�I�Y � "����� 

uksV% vkMh ekaxk yksp /kukRed gksus ij oLrq,a LFkkukiUu gksrh gSa vkSj _.kkRed gksus 

ij iwjd gksrh gSA 

4-8-2 miHkksDRkk O;ogkj%&  

mnkgj.k%& mi;ksfXrk Qyu � � ���ds fy;s � vkSj ��ds fy;s lhekUr mi;ksfXkrk 

Kkr dhft,A  

gy%  

��� �
be
b� � � RkFkk ��� �

be
b� � � 

mnkgj.k%&  miHkksDRkk Qyu�� � �1 ( ��� ( 
�1 ds fy;s lhekUr izfrLFkkiu nj 

Qyu Kkr dhft, rFkk � � � ,oa � � 
 ij lhekUr izfrLFkkiu dh nj Kkr 

dhft,A  

gy%  fn;k gS � � �1 ( ��� ( 
�1 
rVLFkrk odz ds ,d fcUnq ls nwljs fcUnq ij tkus esa dqy mi;ksfXkrk esa ifjorZu 

�� � " 
 �� � be

b� � ��� ( be
b� � ��� 

vc 
be
b� � 
� ( �� 

rFkk   
be
b� � �� ( �� 

vr%  �� � &
� ( ��*��� ( &�� ( ��*��� 

;k     � &
� ( �*��� ( &�� ( ��*��� 
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;k    
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+� � �

&1�.N�'
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vc � � � ,oa�� � 
�ij +�+� � � 
&1�E.N�1'
N�E.I�1 � �

Y.0)
0N.R 

� �
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�

 

mnkgj.k% ;fn miHkksDrk dk mi;ksfXkrk Qyu � � �1 ( ��� gks rFkk oLrq �� dh 

dher !� � �	 oLrq � dh dher !� � � 
vkSj mldh vk; 140 gks rks � rFkk � dh og ek=k Kkr dhft, ftl ij miHkksDRkk 

dh larqf"V vf/kdre gksA 

gy%  fn;k gS !� � �	 !� � � rFkk vk; 5 � ��" 
vr% izfrcU/ku Qyu gksXkk& �� ( �� � ��" 
fn;s gq;s mi;ksfXkrk Qyu�� � �1 ( ��� dks bl izfrcU/k ls cU?k dj vf/kdre 

djus gsrq ySXkzsUt Qyu& 

Q � �1 ( ��� ( R&��" � �� � ��* 
blds vf/kdrehdj.k gsrq vko“;d “krsZ  

¼d½   
bc
b� � " � 
� ( �� � �R � " 

;k  
1�.E�

I � R ������� �� &�* 
¼[k½  

bc
b� � " � �� � ��R � " 

;k     
E�
N � R ��������� &��* 

  Lkehdj.k &�*� ,oa &��* ls  


� ( ��
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�
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;k 

 

¼Xk½  
bc
bd � " � ��" � �� ( �� ��&���* 

Lkehdj.k&  &���* esa � � 0N
1 � j[kus ij���" � �1� 0N1 � ( �� 

��� � ��" 
� � ��"

��
� � 

rFkk  � � 0N
1 � � � ��" 

vr% � � �"�rFkk  � � � 
lUrqf"V vf/kdrehdj.k gsrq f}rh; dze dh “krZ 5S5 � " gksuh pkfg,A blds fy;s 

L1Q
L�1 � 
	�����

L1Q
L�L� � � 

L1Q
L�1 � 
	�����

L1Q
L�L� � � 

vRk%   

5S5 � 

 

 

� 

 

 

� " � �&���*� �&�
 � �"* 
vr% � � �"� rFkk � � � ij 

� � ��
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����������������������� 

����������������������������������������" 
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��" � �" � ��" � " nh Xk;h vk; lhek ls izfrcfU/kr gksdj miHkksDRkk dh 

larqf"V vf/kdre gksXkhA 

4-8-3  odz ds urksnj@mUurksnj gksus dh “krsZ 
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iqu% lehdj.k &�* rFkk &��*� ls  


� ( ��
�

�
��
�

 

;k       


� ( ��
�� �

�

�
 

;k 

          

 

mnkgj.k% Qyu 

" �
4&�	�*���1�1 � �	 tgk¡ �	�  " rFkk � vpj gSA dk ijh{k.k dhft, fd D;k 

;g Qyu rVLFkrk odz gks ldrk gS\ 

gy%  ;gk¡ �1 � � � �1�


� ��
�� � " � 
� 

;k                 
+�
+� � �

�
� � " 

rFkk 
+��
+�� � �

�"���������'/
��'!

�� � �
�"���������!

��/

��  

� �
�1 ( �1

�E �
�

�E � " 

vFkkZr fn;k X;k Qyu ewy fcUnq ds izfr urksnj gS vr% fn;k Xk;k Qyu rVLFkrk odz 

ugha gks ldrk gSA 

4-8-4 mRiknu dk fl}kUr%&  vkXkrksas dh lhekUr mRikndrk] 

¼d½  mRiknu dk lUrqyu] lhekUr rduhdh izfrLFkkiu nj] rFkk leksRikn odz dh ewy 

fcUnq ds izfr mUUkrksnjrk vkfn Bhd blh izdkj Kkr dh tkrh gS tSls miHkksDrk 

O;ogkj esa v/;;u fd;k gSaA 

��%�� � ���[�
��f

�

I� I�X
I� I�X ��

�[
�f 
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¼[k½  mRiknu dh yksp%  ;fn mRiknu dh ek=k ; � 4�Y	Z� tgk¡ Y Je rFkk � 

iw¡th dh ek=k gS rks 

Je ds lkis{k mRiknu yksp ���
_K
_g ������

g
K����;k 

12

13
2

3

 ;k 
Wh3
6h3 

Ikw¡th ds lkis{k mRiknu yksp ���
_K
_H ������

H
K����;k 

12

14
2

4

 ;k 
Wh4
6h4 

¼Xk½  dkWc&MXkyl mRiknu Qyu %&  

��� ; � -&g�i'
K � �Y��j ,d lekax mRiknu Qyu gksrk gS ftldh lekaxrk dh 

dksfV �> ([� gksrh gSA  [fo|kFkhZ bldk lR;kiu Lo;a djsa]   

���� ;fn > ([  � rks ′iSekus dk o/kZeku izfrQy′( ;fn > ([ � � rks ′iSeku 

dk fLFkj izfrQy′ rFkk ;fn  > ([ � � rks iSekus dk àkleku izfrQy izkIr gksrk 

gSA [fo|kFkhZ Lo;a ijh{k.k djsa]   

&���*� dkWc&MXkyl mRiknu Qyu ls izkIr leksRikn lnSo ewy fcUnq ds izfr mUurksnj 

gksrs gSA 

; � �Y� �j 
LkeksRiknd odz ds lHkh fcUnqvksa ij mRiknu Lrj leku gksrk gSA vr% �; �
_K
_g � ��Y ( _K

_i ��Z � " 

;k  �� �j � > Y0"��Y ( �� Y�[�j"0�� � " 
;k 

+i
+g � �

�i
jg � "��7�>	[	Z	 Y  "� 

RkFkk 
+�i
+g� �

+
+g �M�

�i
jgN � � �

j �
+
+g �9

i
g: � 9� �

j: 9Y� +i+g � Z: 

�
>�>[? GY� >�> Z

[Y ?� ZH
Y1  
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vr% dkc MXkyl ls izkIr leksRiknd odz ewy fcUnq ds izfr lnSo mUurksnj gksrs gSA  

uksV%& fjt js[kk;sa leksRikn odzksa ds ml HkkXk dks js[kkafdr djrh gS tks ewy fcUnq ds 

izfr mUurksnj gksrk gSA vFkkZr blds fdlh Hkh fcUnq ij mRiknu rduhdh lhek ds 

vUnj gksXkkA 

&�Q*� bl Qyu dh lhekUr mRikndrk;sa ��g � �K
g � RkFkk ��i � jK

i  ,oa 

mRiknu yksap Je ds lkis{k �> rFkk iw¡th ds lkis{k � [ gksrh gSA [fo|kFkhZ bldk 

lR;kiu Lo;a djsa]  

&Q*�� dkWc&MXkyl mRiknu Qyu esa tc > ([ � � gksrk gS rks ;g ,d jSf[kd 

lekax Qyu gksrk gS vkSj ;ksx izes; dk ikyu djrk gS( vFkkZr~ 
_K
_g � Y (

_K
_i �Z � ; 

[fo|kFkhZ Lo;a ijh{k.k djsasa] tks izfrf"Br vFkZ”kkL=  d forj.k fl}kUr dh iqf"V djrk 

gS] ftlds vuqlkj mRiknu ds dkj.kksa��dks mudh lhekar mRikndrk ds vuqlkj 

ikfjrksf"kd ckWVus ls lEiw.kZ mRiknu forfjr  gks tkrk gSA 

&Q�*��izkfrLFkkiu dh yksp vkSj dkWc&MXkyl mRiknu Qyu 

��izkfrLFkkiu dh yksp L � +	5
3

�	

5

3



+	63
65


�	
63
65



�

+	5
3

�	

5

3



+	WLkl
�WLkl 

7 LkUrqyu ��#% � h3
h5 RkFkk ��#% � Wh3

Wh5   

vr%        >�
+	5
3

���	

5

3



+	763
765


�	
763
765



 

vc��g � �K
g  rFkk ��i � jK

i  izfrLFkkfir djus ij 
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L � ��ZY���
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;k  ��������    

L � ��ZY���
Z
Y�

>�[���ZY��>�[� �ZY��
 

� � 

dkWc&MXkyl mRiknu Qyu ds fy;s izfrLFkkiu dh yksp lnSo ��� gksrh gSA 

&Q��*�����dkWc&MXkyl mRiknu Qyu dk foLrkj iFk ,d lh/kh js[kk gksrk gSaA 

  foLrkj iFk lh/kh js[kk gksus ds fy,  

¼Lkadsr ; � 6Y�Zj vkSj ykxr js[kk �g� Y ( �i �Z � E� vkSj mRiknu ds 

larqyu gsrq ykxr izfrcfU/kr mRiknu vf/kdrehdj.k dh n`f"V ls ySXkzsUt Qyu 

Q � 6Y�Zj ( R&� � �g� Y ( �i �Z* 
ij vko“;d “krksZ ds }kjk 

�T
g�h3 �

jT
i�h5 

i
i �

jh3
�h5 � vpj     

      vr% dkWc&MXkyl mRiknu Qyu dk foLrkj iFk ,d lh/kh js[kk gksXkk D;ksafd 

vkXrksa dk vuqikr fLFkj cuk jgrk gSA 

4-8-5 foHksnkRed ,dkf/kdkj%& ,d foHksnkRed ,dkf/kdkjh dk ykxr Qyu � � 4�;� 
tks ;� ek=k �� ewY; ij fodz; djrk gS tgkW � � �	
	�	� � � � � cktkjksa dh 

la[;k gSA  

vr% mRiknu ; � \;�  
rFkk  � � \�� � \�� �;� 
ykHk &�* � vk; &�*� ykxr ��� 
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dqy ykHk vf/kdre gksus dh vko“;d “krsZ        

L�
L;� � " � 

L
L;� &\��*� L

L;� � &�*� L;
L;� � " 

� ���� ��E � "� 
����������������������������������������������������  ��� � �E 

vFkkZr ��� � ��1 � ������/ � �E 

   ,d ,dkf/kdkjh ds fy, Hkkjr esa mlds mRiknu � ds fy;s ekax Qyu �0 �
�" � "��;0 RkFkk usiky esa mlh mRiknu ds fy, ekax Qyu �1 � � � ;1� gS] 
tcfd � dh mRiknu ykxr izfr bdkbZ 
 gS rFkk fLFkj ykxr 100 gS rks larqyu esa 

dqy mRiknu Hkkjr o usiky esa fodz; ewY; RkFkk dqy ykHk dh Xk.kuk dhft,A  

gy%  dqy vk; �� Hkkjr esa vk;(usiky esa vk; 

;k  � � &�" � "��;0*;0 ( &� � ;1*;1 � �";0 � "��;01 ( �;1 � ;11 
YkkXr Qyu � � 
"" ( 
;  tgkW  ; � ;0 ( ;1 
ykHk � � � � E 

� �";0 � "��;01 ( �;1 � ;11 � 
"" � 
��;0 ( ;1�  
YkkHk vf/kdrehdj.k gsrq vko“;d “krZ  

                    
bX
bK� � " � � � 
;1 � 
 � " 

;1 � �
 � 
�� 
; � ;0 ( ;1 � 
 ( 
�� � �"�� 

�0 � �" � "����"� 
� �" � � � � 

�1 � � � 
�� � ��� 
ykHk��� � ��
 ( ��� 6 
�� � �
" ( 
 6 �"��� 

� �
 ( ���
� � �� 
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4-8-6 vYikf/kdkj%& vYikf/kdkjh cktkj esa ekax Qyu � � 4�;� rFkk vYikf/kdkfj;ksa 

ds ykxr Qyu �� � 4��;��  
tgkW � � �	
	�	 � � �� � �"  gS rks vYikf/kdkjh cktkj esa nks fLFkfr;kW gks 

ldrh gS% 

&�* tc ,dkf/kdkjh Lora= :i ls O;ogkj djrs gS vFkkZr nwljksa ds fdz;k dyki dks 

utj vankt djrs gSA ,sls esa izR;sd vYikf/kdkjh LorU= :i ls vius ykHk dks 

vf/kdre djrk gS] vFkkZr larqyu dh vko“;d “krZ ij     
bX�
bK8 � " 

b�
K8 � &�� � E�* � "          ¼tgkW �� � � osa vYikf/kdkjh dh dqy vk; 

� �� ;�? 

� ���� � �E�  
rFkk i;kZIr “krZ  

b�X
b8�
� " �  

b
K8 �&��� ��E�* � " 

� �
bWL8
bK8 �

b
K8 �E� 

����  tc vYikf/kdkjh lafU/k dj ys& ,slh fLFkfr esa lHkh vYikf/kdkjh feydj m|ksXk 

ds dqy ykHk dks vf/kdre djsXs ftlds fy, m|ksXk ds dqy ykHk dks izR;sd 

vYikf/kdkjh ds mRiknu ds lkis{k vf/kdre gksuk pkfg;sA ,slh fLFkfr esa larqyu dh 

vko“;d “krZ  
bX
bK8 � " � �

b
K8 �� � @��� 

�tgkW � � �� ;���rFkk  ; ��@;��  
� 

L
;� ���

�
; ���

�;
I;� �

L
;� �@�� � "� 

              � �� ��E� � "    
� �� � �E0 � �E1 � �����E/3� � �" 
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i;kZIr “krZ 
b�X
b8�
� " 

� 
L
;� &�� ��E�* � " 

� 
L
;� ��� � L

;� �E� 
mnkgj.k%& ,d };kf/kdkjh cktkj dk ek¡Xk Qyu ! � �� � "��; rFkk nksuks QeksZ 

ds ykxr Qyu dze“k% �0 � � ( "���;013 rFkk����
���
�1 � ��� ( "���;11 gSa 

larqyu dh fLFkfr esa QeksZ ds mRiknu Lrj rFkk ykHk Kkr dhft,A ;fn ¼A½ QesZ Lora= 

O;ogkj djsaA ¼AA½ 

QesZ lafU/k dj ysA 

gy%  cktkj ek¡Xk Qyu ! � �� � "��; rFkk ; � ;0 ( ;1 QeksZ ds ykxr Qyu 

�0 � � ( "���;013 rFkk����
���
�1 � ��� ( "���;11 gSA 

¼A½ tc QesZ ,d nwljs ls Lora= jgdj viuk viuk ykHk vf/kdre  djrh gSA rks 

�0 � �0 � E0 � &�� � "��;*;0 � &� ( "���;01* 
;k �0 � ��;0 � "���&;0 ( ;1*;0 � � � "���;01 
;k �0 � ��;0 � ��"�;01 � "��;0;1 � � � � �� ����� 
ykHk vf/kdre gksus dh vko“;d “krZ& 

I�
I;0 � " � 

I
I;0 &��;0 � ��"�;01 � "��;0;1 � �* � " 
� �� � 
��;0 � "��;1 � " 

� 
��;0 ( "��;1 � �� � � � ������� 
blh izdkj �1 � &�� � "��;*;1 � ���� ( "���;11� 
;k �1 � ��;1 � "��;0;1 � "��;11 � � � "���;11 
;k �1 � ��;1 � "��;0;1 � ��
�;11 � ��� � � � � � ����� 
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rFkk 
_X�
_K� � " � 

_
_K� �&��;1 � "��;0;1 � ��
�;11 � ���* � " 

;k �� � "��;0 � 
��;1 � " 
;k "��;0 ( 
��;1 � �� � � � �� &�Q*  

Lkehdj.k ���� rFkk ��Q� dks gy djus ij ;0 � � rFkk ;1 � ��
 rFkk dqy 

mRiknu ; � �"�
  
cktkj ewY; ! � �� � "��&� ( ��
* � !�� 
izFke QeZ dk ykHk& Lkehdj.k ��� esa ;0 rFkk ;1� dk eku j[kus ij �0 � ���
 
rFkk blh izdkj Lkehdj.k ����� esa ;0 rFkk ;1� dk eku j[kus ij �1 � 
��� 
QeksZ dh lhekUr vk; ��0 � ���	�����1 � ��
 
¼AA½ tc nksuks QesZ lafU/k djds m|ksXk dk ykHk vf/kdre djrh gS 

� � � � E tgk¡ E � �0(�1 
;k � � &�� � "��;*; � �� ( "���;01 ( ��� ( "���;11� 
;k � � ��; � "��;1 � "���;01 � "���;11 � 
�� � � � � ��&Q* 
Lak;qDRk ykHk vf/kdrehdj.k dh vko“;d “krZ% 

_X
_K� � "�rFkk 

_X
_K�  

vc 
_X
_K� � "� � 

_
_K� &��; � "��;1 � "���;01 � "���;11 � 
��* � " 

� �� � ; � ���;0 � " 
� ��
��;0 ( ;1 � �� � � � � �����Q�� 

rFkk 
_X
_K� � "� � 

_
_K� &��; � "��;1 � "���;01 � "���;11 � 
��* � "   

� �� � ; � ���;1 � " 
� �;0 ( 
��;1 � �� � � � ���� �Q��� 

Lkehdj.k �Q�� rFkk �Q��� dks gy djus ij 

;0 � P)
0Z rFkk ;1 � YY

0Z rFkk  ; � 0NY
0Z  
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vc Ik;kZIr “krZ%&�����
_�X
_K�� � " rFkk �����

_�X
_K�� � " 

� �
I

I;0 &�� � ; � ���;0* 
� " � � � ��� � " 

rFkk  

I
I;1 &�� � ; � ���;1* 
� " � � � ��� � " 

Lkehdj.k &Q* esa ;0	 ;1� rFkk ; ds eku j[kus ij 

Lak;qDRk ykHk  � � ���"� 
4-9 vH;kl iz”u 

��� fjDr LFkkuksa dks Hkfj,A 

¼d½ Qyu � � ����dk � dksfV dk vodyt ------------ gksXkA���� ���/�����                          
¼[k½ tc oLrq � ds ewY; esa o`f) gksus ij oLrq � dh ekax c< tk;s rks nksuks oLrq;sa 

,d nwljs dh ------------------ oLrq,a dgyk;sXhA¼iwjd@LFkkukiUu½ 

¼Xk½ dkcW&MXkyl izkfrLFkkiu dh yksp ----------- gksrh gSA ¼bdkbZ@“kwU;½  

¼?k½ ;fn fdlh mRiknu esa lekaxrk dh ?kkr 1-5 gks rks ;g Qyu mRiknu ds ------------ 

gq, izfrQy nsXkkA ¼?kVrs@c<rs½  

¼³½ leksRikn odzksa ,oa le&ykxr js[kkvksa ds Li“kZ fcUnqvksa ds fcUnq iFk dks ---------------- 

dgrs gSA ¼foLrkj iFk@fjt js[kk½ 

¼2½ fuEu dFku esa lR; ,oa vlR; dks fpfàr dhft,A 

¼d½ dkWc&MXkyl mRiknu Qyu dh lekaxrk dh dksfV lnSo bdkbZ gksrh gSA ¼ lR;@ 

vlR; ½ 

¼[k½ iwjd oLrqvksa ds fy;s vkMh ekax dh yksp _.kkRed gksrh gSA ¼lR;@vlR;½ 

¼X½ izfrLFkkiu izHkko lnSo /kukRed gksrk gSA ¼lR;@vlR;½ 

¼?k½ ykHk vf/kdrehdj.k dh vko“;d “krZ ��  �E gSA ¼lR;@vlR;½ 
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¼³½ vkaf“kd vodyu fdlh cgqpjh; Qyu esa lHkh pjksa esa ,d lkFk ifjorZu ds 

ifj.kke Lo:i Qyu esa gksus okys ifjorZu dh nj dks crkrk gSaA ¼lR;@vlR;½ 

4-10 vH;kl iz”uksa ds mRrj%  

¼1½  ¼d½ ��  ¼[k½ LFkkukiUu   ¼Xk½ bdkbZ   ¼?k½ c<rs  ¼M½ foLrkj iFk 

¼2½  ¼d½ vlR;  ¼[k½ lR;  ¼Xk½ vlR;  ¼?k½ vlR; ¼M½ vlR;  

4-11 lkajk”k  

bl bdkbZ ds v/;;u ds Ik“pkr~ vki vakf“kd vodyt iw.kZ vodyu ,oa muds 

vkfFkZd vuqiz;ksx ls lqifjfpr gks Xk;s gSA vFkZ“kkL= esa cgq/kk ,d ls vf/kd pjksa dh 

ckr gksrh gS] tSls] miHkksDrk fl)kUr esa miHkksDrk }kjk nks oLrqvksa ds fofHkUu la;ksxkas dk 

iz;ksxk] mRiknu fl)kUr esa mRiknd }kjk izk;% nks lk/kuksa iw¡th rFkk Je dk iz;ksx ,oa 

ek¡Xk Qyu esa oLrq dh ek¡Xk dk viuh dher ds vykok vU; dbZ pjksa tSls& vk;] :fp 

vkfn ij fuHkZj gksuk bR;kfnA ,sls f}pjh; ;k cgqpjh; fl)kUrksa ds fo“ys"k.k gsrq 

vkaf“kd vodyt ,oa iw.kZ vodyt izkIr djus dh fof/k;k¡ vR;Ur lgk;d fl) gksxssA 

4-12 “kCnkoyh  

foHksnkRed ,dkf/kdkj& tc ,dkf/kdkjh }kjk ,d gh oLrq dh fHkUu cktkjksa esa] tgk¡ 

ek¡Xk dh n“kk;sa fHkUu&fHkUu gksa vyx&vyx dher ij cspk tk;sA 

vYikf/kdkj& cktkj dh ,d fof“k"V n“kk ftlesa dqN fodzsrk gks tks ,d nwljs dh 

yXkHkXk LFkkukiUu oLrq;sa csprs gksA 

lekaxk Qyu& ftu Qyuksa ds lHkh inksa dh ?kkr leku gksA 

vkMh ek¡Xk yksp& tc fdlh oLrq dh ek¡Xk esa ifjorZu dk izfr“kr fdlh nwljh oLrq ds 

ewY; esa ifjorZu ds izfr“kr ds lkis{k fudkyk tk;A 

4-13 Lkgk;d xzzUFk  

1- feJ] ts-ih-] Xkf.krh; vFkZ”kkL=] lfgR; Hkou ifCyds”kuA 

����������	�
��� � ��
����������������������������������������������� ��������
�� 
3-   vxzzoky] Mh-vkj-( Xkf.krh; vFkZ”kkL=] o`Unk ifCyds”kUlA 

4- esgrk] ch-lh- ,oa enukuh] th-,e-ds( vFkZ”kkL= esa izkjfEHkd Xkf.kr(  

y{ehukjk;.k vXkzoky ifCyds”kUl 
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6- Mk0 ,l-,u- yky] Mk0 ,l-ds- prqosZnh ,oa Mk0 ,l- ds- yky( vkfFkZd fo”ys’k.k dh 

rduhfd( f”ko ifCyds”kUlA 

4-14 lUnHkZ XkzUFk  

1- egs”k pUnz( esgjks=k] izdk”k ukjk;.k( vFkZ”kkL=h; Xkf.kr( mRrj izns”k fgUnh XkzaFk 

vdkneh] y[kuÅA 

���������	��m�n� ����o�p��q���m� � ��������������	�����������r�s��������� �t�����s������� ��utv�� 
�
�	���������
������
����� 
��������m� �� � ��������������������������� �r���s����������  
���		�����m�
� ��������������	����	q����r���s���������  �����		�����nw�� o��� ����� 
��n������ ��	p����n�� ���x
��������	����������r������������	������������������  
s�����������m��y � zuoo�v��{�n��p��q������ 
4-15 fucU/kkRed iz”u 

iz”u1%  ;fn fdlh QeZ dk mRiknu Qyu ; � �ZY1 ( Z1 gks tgk¡  mRiknu esa 

nks lk/kuksa Z rFkk Y dk iz;ksx gks jgk gks rks nksuks lk/kuksa dh lhekUr mRikndrk Kkr 

dhft,A 

iz”u2%  Qyu 6 � �01 � 
�0�1 ( �11 dk izFke ?kkr dk dqy vodyu Kkr 

dhft,A 

iz”u3%  Qyu " � 
�E ( 
�� � ��1�1 ( � es mfPp"B] fufEu"B ,oa dkBh fcUnq 

dk ijh{k.k dhft,A 

iz”u4% Qyu�Y � 4&�	�*� Y � 
�E (3�1 dks lhek �� ( �� � " ls ckW/kdj 

cfU/kr fufEu"B Kkr dhft,A 

iz”u5% fdlh miHkksDrk dk mi;ksfXrk Qyu � � 4&;0	 ;1* � �K�K� 
gSA ;fn oLrq ;0 dh dher � :0 rFkk ;1 dh dher 5 :0 ,oa miHkksDRkk dh vk;10 

:0 gks rks miHkksDRkk }kjk vf/kdre larqf"V gsrq ;0 rFkk ;1 dh miHkksX dh ek=k Kkr 

dhft,A 

iz”u 6% dkWc&MXkyl mRiknu Qyu 6 � �Z�Yj dh lekaxrk dh tkWp dhft,A 

;fn >� "��� rFkk [ � "�
�� gks rks ;g mRiknu Qyu iSekus ds dSls izfrQy dks 
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n”kkZ;sXkA mijksDRk Qyu esa Je �Y� RkFkk iwWt �Z� ds lkis{k mRiknu dh yksp Kkr 

dhft,A 

iz”u7% fdlh ,dkf/kdkjh ,d gh oLrq dks nks fHkUu&fHkUu cktkj esa  fHkUu&fHkUu ewY; 

ij csprk gS ;fn nksuks cktkjksa ds ekax Qyu �0 � 
" � ��0�rFkk �1 � �
" �

"�1 gks vkSj dqy ykxr Qyu �" ( 
"��0 ( �1�� gks rks ,dkf/kdkjh }kjk nksuks 

cktkjksa esa rFkk ewY;] ek=k ,oa ykHk Kkr dhft,A  

iz’u8% fdlh f};kf/kdkjh cktkj esa izpfyr ekax Qyu ,oa ykxr Qyu fuEufyf[kr gSaA  

� � !" � "���;0 ( ;1�� 
                 ���������0 � "��;0   

�1 � "��;1 
;fn nksuks fodzsrk ,d nwljs ls LorU= gksdj fu.kZ; ysa rks nksuks ds ykHk vf/kdrehdj.k 

djus okys ewY; rFkk ek=k,a Kkr dhft,A 
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bdkbZ & 5  lekdyuu % vo/kkj.kk ,oa fuoZpu 

5-1   izLrkouk 

5-2   mn~ns”; 

5-3   lekdyuu vo/kkj.kk 

5-4   vfuf”pr lekdyu  

5-5   lekdyuu ds dqN fu;e  

5-6   dqN Qyuksa ds lekdyu   

5-7   izfrLFkkiu }kjk lekdyuu  

5-8   [k.M% lekdyuu  

5-9   HkkXk nsdj ldkdyu  

5-10  vkaf”kd fHkUuksa }kjk lekdyuu  

5-11  lkjka”k  

5-12  lUnHkZ XkzUFk  

5-13  vH;kl ds fy, iz”u  
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5.1 izLrkouk 

vkfFkZd rF;ksa ds fo’ys"k.k esa gesa vusadksa ckj lw{e ls O;kid vkSj O;kid ls lw{e dh 

vksj vkuk iM+rk gSA vR;Ur ljy :i esa dqy ykxr ls lhekUr ykxr rFkk dqy vkxe 

ls lhekUr vkxe Kkr djrs gSaA vodyu dk v/;;u djrs le; geus ns[kk fd dqy 

ykxr @ vkxe fn;s gksus ij lhekUr ykxr @ vkxe dk eku Kkr fd;k tk ldrk 

gSA lekdyuu] vodyu dh mYVh izfØ;k gS ftlesa ;fn lhekUr ykxr@vkxe fn;k 

gks rks dqy ykxr@vkxe Kkr fd;k tk ldrk gSA 

5.2   mn~ns”; 

 izLrqr bdkbZ ds v/;;u }kjk ikBd & 

⇒ lekdyuu D;k gS\ 

⇒ vo/kkj.k] fuoZpu rFkk ewy fu;e 

⇒ fofHkUu lekdyuu Kkr djus dh fof/k dh tkudkjh izkIr djsxsas aA 

5-3  lekdyuu vo/kkj.kk 

lekdyuu dh vo/kkj.kk okLro esa blds nks fHkUu y{k.kksa vkSj nks fHkUu iz;ksxksa esa 

fufgr gSA ,d n`f"V esa lekdyu ,d fuf”pr  HkkSfXd vfHkO;fDr (Summation 

expression) dk lhekafdr ewY; gS] tks Xf.krh; fo’ys"k.k esa n`f"VXkspj gksrk gS] 

vkjs[kh; (diagrammatic) 'kCnkoyh esa ,d oØ ds Hkhrj ds {ks=Qy dks O;Dr djrk 

gSA bl n`f"Vdks.k ls lekdyu dks fuf”pr  lekdyu (definite integral) dgrs gSaA 

nwljs n`f"Vdks.k ls lekdyuu vodyu dh mYVh izfØ;k gSA fdlh pj ds Qyu dk 

vodyt mlh pj dk Qyu gksrk gSA ;fn bldk O;qRØe izkr fd;k tk, rks nwljk 

Qyu ,slk izkIr gksrk gS ftudk igyk Qyu vodyt FkkA ;fn vodyt dk vfLrRo 

gS rks nwljk Qyu gh lekdyu gksrk gS vkSj bl n`f"Vdks.k ls lekdyu dks vfuf”pr 

lekdyu dgrs gSaA lekdyu izkIr djus dh izfØ;k dks lekdyuu dgrs gSaA bl 

izdkj lekdyu dh vo/kkj.kk fuf”pr  rFkk vfuf”pr lekdyu esa fufgr gSA 
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5-4   vfuf”pr lekdyuu (Indefinite Integral) 

ge igys vfuf”pr  lekdyuu dks gh ysaA ;fn F(X), X dk ,slks Qyu gks fd 

 
d

F(x) f (x)
dx

=  

Rkks F(X) dks X ds lkis{k izfr vodyt (antiderivative) ;k f(X) dk lekdyu 

dgrs gSa vkSj lkadsfrd :i ls bl izdkj fy[krs gSaA 

 F(x) f (x) dx= ∫        (1) 

leh0 (1) ls iz;qDr ladsrksa dk vFkZ bl izdkj gS & 

(i)  f(X)  lekdyuu fd, tkus okys Qyu dks O;Dr djrk gS bls lekdyuu 

(Integrand) Hkh dgrs gSaA 

(ii)  dX  ;g O;Dr djrk gS fd lekdyuu X ds lkis{k fd;k tk jgk gSA 

(iii)  f  lekdyuu ds fpUg dks O;Dr djrk gS tks vodyu izfØ;k dk foijhr gSA 

(iv)  dX, X dk vody gS vr% f(X) dX dks ewy Qyu F(X) dk vody Hkh dgk 

tk ldrk gSA bl izdkj & 

 d F(x) f (x)dx=  

;k F(x) f (x)dx= ∫  

F(x),f (x) dk X ds lkis{k vfuf”pr  lekdyu gSA ;gk¡ ;g /;ku nsus ;ksX; ckr gS 

fd & 

 
d

f (x)dx f (x)
dx

  =
 ∫  

 pw¡fd vfuf”pr lekdyuu dk dksbZ fuf”pr  vadkRed eku ugha gksrk ¼bldk 

dkj.k ;g gS fd Qyu X ds lkFk ifjofrZr gksrk gS½ blfy, lekdyuu ds lkFk ,d 

fLFkjkad (Constant) C tksM+ nsrs gSa vFkkZr~ & 

 f (x)dx F(x) C  = +
 ∫  
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 C dks j[kus dk dkj.k bl izdkj Hkh le>k tk ldrk gSA 

Qyu 2 2x ,x 3+  vkSj 2x 6+  ij fopkj djsa rks rhuksa dk vodyt 2X gh gSA bl 

izdkj vodyt leku jgrs gq, Hkh Qyu esa fLFkjkad  dh fHkUurk LokfHkd gS] blfy, 

ge lekdyuu ds lkFk fLFkj in tksM+ nsrs gSaA fLFkj in ds tksM+us dh ckr dks 

vkjs[kh; i)fr ls Hkh le>k tk ldrk gS ysfdu ge ;gk¡ mldh t:jr eglwl ugha 

dj jgs gSaA 

5-5   lekdyuu ds dqN fu;e  

ftl izdkj ge vodyu dks dqN fu;eksa dh lgk;rk ls lqfo/kkiwoZd le> ysrs gSa mlh 

izdkj lekdyuu ds Hkh vius dqN fu;e gksrs gSaA ;s fu;e cgqr dqN vodyu ds 

fu;eksa ij fuHkZj djrs gSaA 

(1) ?kkrkad fu;e (Power Rules) 

 geus ns[kk fd ;fn  

 
d

F(x) f (x)
dx

=  rks 

 f (x).dx F(x) C= +∫  

eku ysrs gSa 
n 1x

F(x)
n 1

+

=
+

 

vr%  
n 1

nd x
x

dx n 1

+ 
= = + 

 ;fn  n 1≠ −  

blfy,  
n 1

n x
x dx c (n 1)

n 1

+

= + ≠ −
+

 

bl fu;e ds vk/kkj ij 

 
3

2 x
x dx c

3
= +∫  

 
6

5 x
x dx c

6
= +∫  
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2

3 x
x dx c

2

−
− −

= +∫  bR;kfn 

bl vk/kkj ij lekdyuu djrs le; X ds ?kkrkad esa ,d tksM+dj u;s 

?kkrkad ls HkkX nsrs gSa vkSj ,d fLFkj in tksM+ nsrs gSaA 

 tSls  
4 1 5

4 x x
x dx c c

4 1 5

+

= + = +
+∫  

fVIi.kh 

;fn Qyu ds lkFk dksbZ fLFkj in dk xqq.kk gks rks lekdyuu djus le; fLFkj in dks 

ckgj ys ysrs gSa tSls & 

 
25x

5x dx 5 x dx c
2

= = +∫ ∫  

(b)  ;fn dsoy fLFkjkad dk lekdyuu djuk gks rks mlds lkFk 1.dx∫  vk tkrk gS 

ftldk lekdyu X gksXkkA 

 
0 1 1

0 x x
1.dx x dx c c

0 1 1

+

= = + = +
+∫ ∫  

  x c= +  

bl izdkj  16dx 16.1 dx 16x c= = +  

(2)  pj/kkrkadh; fu;e (The EXponential Rule) 

 ge tkurs gSa fd & 

 x xd
e e

dx
=  

blfy,    x x
e dx e c, dx= +∫  

(ii)    x x

e

d
a a log a

dx
=  

 x x

ea log a a c= +∫  

vFkok  
x

x

e

a
a dx c

log a
= +∫  
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(3)  y?kqXkq.kdh; fu;e (The Logarithmic Rule) 

 ge tkurs gSa fd & 

 
d 1

log x
dx x

=  

vr%   
1

dx log x c
x

= +∫  

(4)  nks Qyuksa ds ;ksxk vFkok vUrj dk lekdyuu   

 [ ]1 2 1 2f (x) f (x) dx f (x)dx f (x)dx± = ±∫ ∫ ∫  

bl izdkj nks Qyuksa ds ;ksx vFkok vUrj dk lekdyuu mu Qyuksa ds vyx&vyx 

lekdyu dk ;ksx vFkok vUrj gksrk gSA 

 mnkgj.k% & 

 fuEu Qyuksa dk X ds lkis{k lekdyu Kkr dhft,A 

(i) X
7
, X

-6
, 16X

3
, 5X

-2

(ii) X
3
 + 3X

2
 + 7 

(iii) (5-2X) 

(iv)
1

x x

(v)
2

1 1 1

x x 17
+ −  

(vi)
3

x 25e x+  

(vii) 3

2

6
x 5x

x
+ −  

(viii)
9

1 1
x5

x 3 x
+ +  

(ix) x 2 x5 bx 5e+ +  

(x) 2 c
ax bx

x
+ +  
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gy & 

(i)  
8

7 x
x dx c

8
= +∫   D;ksafd ge tkurs gSa fd  

n 1
n x

x dx c
n 1

+

= +
+∫  

    
6 1 5

6 x x
x dx c c

6 1 5

− + −
= + = +

− +∫  

    
4

3 3 416x
16x dx 16 x dx c 4x c

4
= = + = +∫ ∫  

    
1

2 2 15x
5x dx 5 x dx c 5x c

1

−
− − −= = + = − +

−∫ ∫  

      
5

c
x

−
= +  

(ii)  3 2 3
(x 3x 7)dx x dx 7dx+ + = +∫ ∫ ∫  

 3 2
x dx 3 x dx 7 1dx= + +∫ ∫ ∫  

      
4 3 4

3x 3x x
7x c x 7x c

4 3 4
= + + + = + + +  

(iii) (5 2x)dx 5dx 2 xdx− = −∫ ∫ ∫  

 
2

22x
5x c 5x x c

2
= − + = − +  

(iv)  

3
1

3 2
2

3

2

1 1 x
dx dx x dx c

3x x 1x
2

−
+−

= = = +
− +

∫ ∫ ∫  

     

1
12

2
x

c 2x c
1

2

−
−

= + = − +
−

 

(v)  
2 2

1 1 1 1 1 1
dx dx dx 1dx

x x 17 x x 17

 
+ − = + − 

 
∫ ∫ ∫ ∫  

      2 1 1
x dx dx 1dx

x 17

−= + −∫ ∫  
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 1 1
x log x x c

17

−= − + − +  

      
1 1

log x x c
x 17

= − + − +  

(vi)  
33

x x e25e x dx 5 e dx x dx
 

+ = + 
 
∫ ∫ ∫  

     

5

2
x xx 2 5

5e c 5e c
5 5 2

2

= + + = + × +  

(vii)  ( )3

2

dx
x 5x 6

x
+ −∫  

      
3

2 2 2

x 5x 6
dx

x x x

 
= + − 

 
∫  

      21
xdx 5 dx 6 x dx

x

−= + −∫ ∫ ∫  

      
2

1x
5log x 6x c

2

−= + + +  

      
2x 6

5log x c
2 x

= + + +  

(viii)  5

9

1 1
x dx

x 3 x

 
+ + 

 
∫  

       
91 5

32 2x dx x dx x dx
−−

= + +∫ ∫ ∫  

       
1 7

22 2
2 1

2x x x c
7 2

−= + − +  

   7

2

2 2 1
x c

7 2xx
= + − +  

(iX) x 2 x(5x bx 5e )dx+ +∫  
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 x 2 x
5x dx b x dx 5 e dx= + +∫ ∫ ∫  

 
x 3

x

5

e

5 bx
5e c

log 3
= + + +  

(X) 
2ax bx c

dx
x

 + +
 
 
∫  

 
1 1 1

2 2 2 2ax .x dx bx.x dx cx dx
− − −

= + +∫ ∫ ∫  

 
3 1 1

2 2 2a x dx b x dx c cx dx
−

= + +∫ ∫ ∫  

 
5 3 1

2 2 2
2 2

ax bx 2cx c
5 3

= + + +  

5-6 dqN Qyuksa ds lekdyu  

 (i) n n 11
(a sb) dx (n 1)(a bx) c

b

++ = + + +∫  

 (ii) sin x dx cos x c= − +∫

 (iii) cos x dx sin x c= +∫

 (iv) tan x dx log cos x c= − +∫

 (v) sec x. tan x dx sec x c= +∫

 (vi) cosec x.cot x dx cosec x c= − +∫

 (vii) 2
cosec x dx cot x c= − +∫

 (viii) 2
sec x dx tan x c= +∫  

5-7  izfrLFkkiu }kjk lekdyuu  

lk/kkj.kr;k f (x)dx∫  dks ge ,d nwljs Qyu f (u)du  esa cny ldrs gSa ;fn X dks 

mfpr :i esa u }kjk izfrLFkkfir fd;k tk ldsA ;g fof/k fo”ks’kdj nks Qyuksa ds 
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xq.kuQy dk lekdyu Kkr djus esa mi;ksxh gksrh gSA mgkgj.k }kjk ge bls vklkuh 

ls le> ldrs gSaA 

;fn gesa 2 33x (x 7)dx+  dk eku Kkr djuk gks rks eku ysrs gSa & 3t x 7= +  

;k 2dt 3x dx=  ¼vody (differential) dk iz;ksx djus ij½ bls ge bl :i esa Hkh 

ns[ksa 3t x 7,x= +  ds lkis{k  t  dk vodyt  

 2dt
3x

dx
=  ;k   2dt 3x .dx=  

t dk eku ewy Qyu esa j[kusa ij ¼/;ku jgs dX  dks Hkh dt ds lUnHkZ esa cnyuk iM+rk 

gS½ 

 tdt∫  D;ksafd  23x dx dt=  

 
2 2 2t (x 7)

c
2 2

+
= + =  

blh izdkj ;fn 7
(2 3x) dx+∫  dk eku Kkr djuk gks rks 

 2 3x t+ =  eku ysrs gSaA 

;k   3dx dt=   ;k  
dt

dx
3

=  

iqu%  7 7dt 1
t . t dt

3 3
=∫ ∫ , 

 
8

81 t 1 1
c t c (2 3x)8 c

3 8 24 24
+ = + = + +  

;fn   ax
e dx∫  Kkr djuk gks rks & 

 t ax=  

 dt adx=   ;k  
1

dx
adt

=  

 ax t t tdt 1 1
e dx e . e dt e c

a a a
= = = +∫ ∫  
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       ax1
e c

a
= +  

mnkgj.k & 

fuEu Qyuksa dk X ds lkis{k lekdyu Kkr dhft, & 

 (i) 
2 2x 5 x 3 5x4xe .8xe .e+ +

 (ii) 2 3(3x 1)(x x)+ +

 (iii) 5

6

1
3x 2x

x
+ +

 (iv) 2 34x 2(x 3)+

gy & 

 (i) 
2x 5

4xe dx
+

∫

eku fy;k fd & 

 2t x 5= +  

 dt 2x dx=  

;k 4XdX = 2dt ¼2 ls nksuksa rjQ xqq.kk djus ij½ 

vr%  
2x 5 t t

4xe dx e .2dt 2 e dt
+ = =∫ ∫ ∫  

  
2t x 52e c 2e c+= + = +  

   
2x 3

8xe dx
+

∫  

eku fy;k fd  2t x 3= +  

 dt 2xdx=  

;k     8xdx 4dt=  

 
2x 3 t t t

8xe dx e 4dt 4 e dt 4e c
+ = = = +∫ ∫ ∫  

 
2x 34e c+= +  

 5x
e dx∫  
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eku fy;k fd  t 5x=  

 dt 5dx=  ;k  
dt

dx
5

=  

 5x t t tdt 1 1
e dx e . e dt e c

5 5 5
= = = +∫ ∫ ∫  

   5x1
e c

5
= +  

(ii) 2 3
(3x 1)(x x) dx+ +∫  

eku fy;k fd  3t x x= +  

 2dt (3x 1) dx= +  

 2 3
(3x 1)(x x) dx+ +∫  

 
2 3 2t (x x)

tdt c c
2 2

+
= = + = +∫  

bl iz”u dks ,d vU; rjhds ls Hkh gy fd;k tk ldrk gSA 

 2 3
(3x 1)(x x) dx+ +∫  

 5 3 3
(3x 3x x x) dx= + + +∫  vkil esa Xkq.kk djus ij & 

 5 3 3
3x dx 3x dx x dx xdx= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

 
6 4 4 23x 3x x x

c
6 4 4 2

= + + + +  

 
6 4 4 2x 3x x x

c
2 4 4 2

= + + + +  

 
6 4 2x 4x x

c
2 4 2

= + + +  

 
6 2

4x x
x c

2 2
= + + +  
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3 2(x x)

c
2

+
= +  

(iii)   
5

6

3x 1
dx

x 2x

+

+∫  

eku fy;k fd & 

 6t x 2x= +  

;k 5dt (6x 2)dx= +  

 5dt
(3x 1)dx

2
= +  

vr%  
5

6

3x 1 1 dt 1 1 1
dx . .dt log r c

x 2x t 2 2 t 2

+
= = = +

+∫ ∫ ∫  

 61
log (x 2x) c

2
= − +  

(iv) 2 3
4x (x 3)+∫  

eku fy;k fd & 

 3t x 3= +  

 2dt 3x dx=  

;k 2 dt
x dx

3
=  

;k 2 4
4x dx dt

3
=  

vr% 2 3
4x (x 3) dx+∫  

 
1 1

2 2
4 4

t . dt t dt
3 3

= =∫ ∫  

 

3
32
2

4 t 4 2
. c . t c

33 3 3

2

= + = +  
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3

3 2
8

.(x 3) c
9

= + +  

fuEu dks gy dhft, & 

 (i) 
2

xdx

(1 x )+
∫

 (ii) x
e dx∫

 (iii) 
3x

3x

3
dx

e 6+∫

 (iv) 
1

log xdx
x∫

gy & 

 (i) 
2

xdx

(1 x )+
∫  

eku fy;k fd  2t 1 x= +  

 dt 2xdx=  

;k 
dt

xdx
2

=  

vr% 
2

xdx

(1 x )+
 

 
1

2
1 dt 1

t dt
2 2t

−

=∫ ∫  

 
1 1

2 2
1

.2t c t c
2

= + = +  

 2
(1 x ) c= + +  

(ii) x
e dx∫   

eku fy;k fd & 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ����

 
x

2e dx= ∫          
x

t
2

=  

 
1

dt dx
2

=   ;k  dx 2dt=  

vr% 
x

x 2x dx e dx=∫ ∫  

 t t
e .2dt 2e dt= =∫  

 
x

t x22e c 2e c 2 e c= + = + = +  

(iii)  
3x

3x

e
dx

e 6+∫  

eku fy;k fd  3xt e 6= +  

 3xdt 3e dx=  ;k  3x dt
e dx

3
=  

vr%  
3x

3x

e 1 dt 1 1
dx . dt

e 6 t 3 3 t
= =

+∫ ∫ ∫  

 3x1 1
log t c log(e 6) c

3 3
= + = + +  

(iv) 
1

log xdx
x∫

 

 tdt= ∫  D;ksafd  t log x=  

 
2t 1

c dt dx
2 x

= +  

 21
(log x) c

2
+  

5-8    [k.M%  lekdyu  

;g fof/k dkQh izpfyr gSA bldk iz;ksx nks Qyuksa ds xqq.kuQy dk lekdyu Kkr 

djus esa fd;k tkrk gSA ;fn X ds nks Qyu u vkSj v gksa rks ge tkurs gSa fd & 

 d(uv) = udv + vdv (differential ds fu;e ds vuqlkj½ 
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vc udv = d (uv) - vdu 

lekdyu djus ij & 

 udv uv vdu= −∫ ∫  

blh [k.M dks [k.M% lekdyu dgrs gSaA 

[k.M% lekdyu dks lqfo/kkiwoZd fuEu :i esa fy[kk tk ldrk gSA 

 
du

uvdx u vdx .vdx dx
dx

 
= −   

∫ ∫ ∫      (i) 

vFkkZr~ nks Qyuksa ds xq.kuQy dk ledyu 

 = igyk Qyu × nwljs Qyu dk lekdyu � igys Qyu dk vodyt vkSj 

nwljs Qyu ds lekdyu ds xq.kuQy dk lekdyuA 

 ;gk¡ leh0 (1) esa u vkSj v nksuksa X ds Qyu gSaA ;gk¡ ij ,d ckr /;ku nsus 

;ksx; gS fd ge nksuksa Qyuksa esa ls fdlh dks igyk vkSj fdlh dks nwljk Qyu eku 

ldrs gSa ysfdu nwljk Qyu mls gh ekuuk pkfg, ftldk lekdyu lqfo/kkiwoZd Kkr 

fd;k tk ldsA 

mnkgj.k% & 

(1)  fuEu dk eku Kkr dhft, &  

 3
(i) x ex dx∫      (ii) log x dx∫     3

(iii) log x dx∫  

 
1

2(iv) (x 3) (x 1) dx+ +∫    2
(v) x log x dx∫  

gy 

 3
(i) x ex dx∫  

;gk¡ ij vXkj geus X
3 dks nwljk Qyu ekuk rks nwljs fgLls ds lekdyu esa X dh 

?kkr c<+rh tk,XhA X3 dks igyk Qyu eku ysa rks [k.M’k% lekdyu dh fof/k }kjk & 

 3 x 3 x 3 xd
x e dx x e dx x e dx dx

dx

 
= −   

∫ ∫ ∫ ∫  
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   3 x 2 x 3 x 2 x
x e 3x e dx x e 3 x e dx= − = −∫ ∫  

   3 x 2 x 2 xd
x e 3 x e dx x e dx dx

dx

  
= − −   

  
∫ ∫ ∫  

   3 x 2 x xx e 3 x e 2xe dx = − −
 ∫  

   3 x 2 x x
x e 3x e 6 xe dx= − + ∫  

   3 x 2 x x xd
x e 3x e 6 x e dx x e dx dx

dx

  
= − + −   

  
∫ ∫ ∫  

  3 x 2 x x xx e 3x e 6 xe e dx = − + −
 ∫  

  3 x 2 x x xx e 3x e 6xe 6e c= − + − +  

  x 3 2e (x 3x 6x 6) c= − + − +  

 (ii) log x dx 1.log x dx=∫ ∫  

;gk¡ ij  log X dks igyk Qyu ekuuk iM+sXkk  vr% 

 
d

log x dx log x 1.dx log x log x 1.dx dx
dx

 
= −   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

        
1

log x.x .x.dx
x

= − ∫  

   x log x 1.dx x log x x c= − = − +∫  

    x (log x 1) c= − +  

     3 3
(iii) log x dx 1.log x dx=∫ ∫  

    3 3d
log x 1.dx log x 1.dx dx

dx

 
= −   

∫ ∫  

    
2

3

3

3x
log x .x .xdx

x
= − ∫  

    3 3
x log x 3 1.dx x log x 3x c= − = − +∫  
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    3x (log x 3) c= − +  

 
1

2(iv) (x 3)(x 1) dx+ +∫  

    
1 1

2 2
d

(x 3) (x 1) dx (x 3)(x 1) dx dx
dx

 
= + + − + + 

 
∫ ∫  

    
3 3

2 2
2 2

(x 3). (x 1) 1 (x 1) dx
3 3

= + + − × +∫  

    
3 3

2 2
2 2

(x 3)(x 1) (x 1) .dx
3 3

−
= + + − +∫  

    
3 5

2 2
2 2 2

(x 3)(x 1) . (x 1) c
3 3 5

= + + − + +  

    
3 5

2 2
2 4

(x 3)(x 1) (x 1) c
3 15

= + + − + +  

    
3

2
2

(x 1) (3x 13) c
15

= + + +  

 2 2 2d
(v) x log x dx log x xdx log x xdx dx

dx

 
= −   

∫ ∫ ∫ ∫  

    
2 2

2

2

x 1 x
log x 2x dx

2 x 2
= − ∫  

    2 21
x log x xdx

2
= −  

    
2

2 21 x
x log x c

2 2
= − +  

    2 21
x (log x 1) c

2
= − +  

5-9   Hkkx nsdj lekdyu (Integration by Division) 

fdlh mfpr fHkUukRed :i okys Qyu esa ;fn va”k dh mPPkre ?kkr] gj dh mPpre 

?kkr ls vf/kd gks rks va”k esa gj dk HkkXk nsdj lekdyu izkIr fd;k tk ldrk gSA 
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mnkgj.k ds rkSj ij 
x 1

x 1

+

−∫  fopkj djsaA ;gk¡ va”k vkSj gj nksuksa esa x dh ?kkr leku 

gS vr% (X+1) esa (X-1) ls HkkXk fd;k tk ldrk gS vFkkZr~ &   

 
x 1 2

 = 1 + 
x 3 x-1

+

−
 vr%  

 
x 1 2

dx 1 dx
x 1 x 1

+  
= + 

− − 
∫ ∫  

 
1

 1dx + 2  dx
x-1

= ∫ ∫  

 ( ) x + 2 log x-1 c= +   

5-10  vkaf”kd fHkUuksa }kjk lekdyu (Integration by Partial Fractions) 

vkaf”kd fHkUuksa }kjk lekdyu dh jhfr dkQh mi;ksxh gSA ;fn mfpr fHkUu esa gj dh 

?kkr nks ;k nks ls vf/kd gks] rFkk gj dk xq.ku[k.M fd;k tk lds rks ml mfpr fHkUu 

esa ifjofrZr djds mudk lekdyu fd;k tk ldrk gSA 

vkaf”kd fHkUuksa ds ckjs esa oSls rks i;kZIr foospu chtXkf.kr esa feysXkk ysfdu la{ksi esa gesa 

Hkh le> ysuk vko”;d gSA 

 
m m 1

0 1 n

n n 1

0 1 n

x x .....

x x .....

−

−

α + α + α

β + β + β
 

bl rjg ds fHkUu dks] ftlesa m rFkk n /ku iw.kZ la[;k,¡ gks vkSj 0 1 0 1, ,.... , ....α α β β  

vpj gksa] ifjes; chth; fHkUu (rational algebraic fraction) dgrs gSaA ,sls 

fHkUukRed O;atd dk lekdyu mls fHkUughu HkkXk vFkkZr~ cgqin (Polynomial) vkSj 

vkaf”kd fHkUuksa esa rksM+dj fd;k tk ldrk gSA chtXkf.kr gesa crkrk gS fd gjsd cgqin 

ds ,d?kkr (linear) vkSj f}?kkr (quadratic) xq.ku[k.M fd, tk ldrs gSaA ;g Hkh 

gks ldrk gS fd dqN xq.ku[k.M dbZ ckj vk, vr% vkaf”kd fHkUuksa ds ckjs esa dqN rF; 

fuEu gSa & 
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(i) ;fn gj esa viqujko`Ùk (non-repeated) ,d ?kkr Xkq.ku[k.M (X-a) ds laXkr 

vkaf”kd fHkUu 
A

x − α
 :i esa gksrk gS tSls & 

1 A B

(x a)(x b) x a x b
= +

− − − −
 

5x A B C

(x a)(x b)(x c) x a x b x c
= + +

− − − − − −
 

(ii) gj ds r ckj iqujko`r (repeated) xq.ku[k.M (X-b) r ds laXkr r 

vkaf”kd fHkUu dk :i bl izdkj gksrk gS & 

31 2 r

2 3 r

AA A A
....

x b (x b) (x b) (x b)
+ + +

− − − −
tSls 

2 2

2x A B

(x 3) x 3 (x 3)
= +

− − −
 

2 2

1 A B C

(x 2)(x 5) x 2 x 5 (x 5)
= + +

− − − − −
 

 (iii)  gj ds viqujko`Ùk f}?kkr xq.ku[k.M (aX
2
 + bX +c)  ds laXkr vkaf”kd fHkUu 

dk :i & 

 
2

Ar B

ax bx c

+

+ +
  gksrk gS tSls & 

 
2 2

x Ar B

x 5 x 5

+
=

+ +
 

 
2 2

1 A Bx c

(x 3)(x 3) x 3 x 3

+
= +

+ + + +
 

(iv)  gj dss ckj iqujko`Ùk f}?kkr xq.ku[k.M ds laXkr vkaf”kd fHkUu dk :i fuEu gksrk 

gS & 

 s s1 1 2 2

2 2 2 2 s

A x BA x B A x B
....

ax bx c (ax bx c) (ax bx c)

++ +
+ +

+ + + + + +
 

 2 51 1 2 2

2 2 2 2 5

A x BA x B A x B
....

ax bx c (ax bx c) (ax bx c)

++ +
+ +

+ + + + + +
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tSls & 

 
2 2 2 2 2

x Ar B Cx D

(x 3) x 3 (x 3)

+ +
= +

+ + +
 

 
2 2 2 2 2

1 A Bx c Dx E

(x 2)(x 5) x 2 (x 5) (x 5)

+ +
= + +

− + − + +
 

mi;qZDr fu;eksa ds izek.k dh ;gk¡ vko”;drk ugha gSA gesa bls T;ksa dk R;ksa eku ysuk 

pkfg,A vkaf”kd fHkUuksa dks gy djds A, B, C, D ;k A1, A2, A3 .... bR;kfn dk 

eku Kkr djrs gSa ftlds fy, ge nksuksa i{ksa esa X ds leku ?kkrksa ds xqq.kkadksa dks cjkcj 

djrs gSaA dqN mnkgj.k ysdj ge bls vklkuh ls Li"V dj ldrs gSaA 

 mnkgj.k & 

 (1)  
2

x 5
dx

x 5x 6

+

+ +∫   dk eku Kkr dhft, & 

 gy & 

 ge fHkUu 
2

x 5

x 5x 6

+

+ +
  ij fopkj djsaA gj dk xq.ku[k.M djus ij 

 
2

x 5 x 5

x 5x 6 (x 2)(x 3)

+ +
=

+ + + +
 

 
x 5 A B

(x 2)(x 3) x 2 x 3

+
= +

+ + + +
  ¼fu;e i ij /;ku nsa½ 

 
A(x 3) B(x 2)

(x 2)(x 3)

+ + +
=

+ +
 

 
Ax 3A Bx 2B

(x 2)(x 3)

+ + +
=

+ +
 

pw¡fd lehdj.k ds nk,a i{k (RHS) vkSj ck,a i{k (LHS) esa gj cjkcj gS vr% & 

 x 5 Ax Bx 3A 2B+ = + + +  

;k (X 5) x(A B) (BA 2B)+ = + + +  

nksuksa rjQ X ds xq.kd dks cjkcj djus ij 

 1  =  A + B        (i) 
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iqu% nksuksa rjQ fLFkj inksa dks cjkcj djus ij 

 5 = 3A + 2B        (ii) 

leh0 (i) vkSj (ii) dks ;fn gy djsa ftlds fy, leh0 (1) esa 3 ls Xqq.kk djds bls 

leh0 (ii) esa ls ?kVk;k tk; rks  

 5 = 3A + 2B        (i) 

 3 = 3A ± 3B        (ii) 

 2 = -B or B = -2   

B dk ;g eku lehdj.k (i) esa j[kus ij 

 1 = A � 2   or  A = 1 + 2 = 3  

vr%    
x 5 3 2

(x 2)(x 3) x 2 x 3

+
= = −

+ + + +
 

blfy,    
2

x 5 1 1
.dx 3 dx 2 dx

x 5x 6 x 2 x 3

+
= −

+ + +∫ ∫ ∫  

   3log (x 2) 2log (x 3) c= + − + +  

   
3

2

(x 2)
log c

(x 3)

+
= +

+
 

(2)   
2

1 x
dx

(1 x)

+

−∫    dk eku Kkr dhft,A  

gy& 

 
2 2

1 x A B

(1 x) 1 x (1 x)

+
= +

− − −
   [fu;e (ii) ;kn djsa] 

   
2

A(1 x) B

(1 x)

− +
=

−
 

vr%     1 x A Ax B+ = − +  

   Ax A B= − + +  

vc  X ds Xq.kd vkSj fLFkj in dks nksuksa rjQ cjkcj djus ij 

    A 1− =        (i) 
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    A B 1+ =        (ii) 

leh0 (i) rFkk (ii) ls 

 A 1, B 2= − =  

vr%  
2 2

1 x 1 1
dx dx 2 dx

(1 x) 1 x (1 x)

+
= − +

− − −∫ ∫ ∫  

;fn          t 1 x= −  

   dt dx or dx dt= − = −  

 
2 2

1 x 1 1
dx ( ) 2 ( dt)

(1 x) t t

+
= − − + −

−∫ ∫ ∫  

   
2

1 1
dx 2

t t dt
= −

−∫ ∫  

   1log t 2t c−= + +  

   
t 2

log
t c

+
=

+
 

   
(1 x) 2

log
1 x c

− +
=

− +
 

  

5-11    lkjka”k    

⇒  lekdyuu] vodyu dh mYVh izfØ;k gSA 

⇒  dekdyu }kjk lhekUr ykxr @ vkxe fn;s gksus ij dqy ykxr @ vkxe 

dk eku Kkr dj ldrs gSaA  

⇒  lekdyuu dh vo/kkj.kk fuf”pr ,oa vfuf”pr lekdyu esa lekfgr gSA 

⇒  dqN Qyuksa ds lekdyu ns[ksa  Section 5.6 A 

⇒  lekdyuu dh izeq[k fof/k;k¡ gSa & (1) izfrLFkkiu }kjk lekdyu, (2) [k.M 

& lekdyuu] (3) vkaf”kd fHkUu }kjk lekdyuu] (4) HkkXk nsdj lekdyuuA 
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⇒  lekdyuu ds pkj izeq[k fu;e gksrs gSa & (1) ?kkrkad fu;e (2) pj?kkrkadh; 

fu;e] (3) y?kqXkq.kdh; fu;e] (4) oks Qyuksa ds ;ksx vFkok vUrj dk 

lekdyuA 

5-12 lUnzHkZ xzUFk 

1-egs”k pUnz( esgjks=k] izdk”k ukjk;.k( vFkZ”kkL=h; Xkf.kr( mRrj izns”k fgUnh XkzaFk 

vdkneh] y[kuÅA 

������������	�
� ������
������	� � �������������������������������������� ��������������� ������� 

�������������������������� 

��������	� �� � ��������������������������� ����������������  

	���������	��� 
��������������������������������������  ������������
 �� ���� ���
� 

��
������ ���
����
�� 
��!����������������������������������������������������  

������������	��" � #�������$�
��
������
	� 

5-11 vH;kl ds fy, iz”u  

oLrqfu"B iz'u % 

1- ;fn ( )[ ] fxxf
dr

d
=,  gS] rks bldk lekdyuu D;k gksXk\ 

 (i) f(X) ¼ii½ f(X)+c ¼iii½f(X)+c ¼iv½ buesa ls dksbZ ugha 
2- fuEu esa ls dkSu lekdyuu dk fu;e gS& 

 ¼i½ ?kkrh; fu;e ¼ii½ y?kqXkq.kdh; fu;e ¼iii½ pj?kkrkadh fu;e

  ¼iv½ mi;qZDr lHkh 
3- pw¡fd vfuf”pr  lekdyuu dk dksbZ fuf”pr  vadkRed eku ugha gksrk] blfy, 

lekdyu ds lkFk ,d -------------------- tksM+ nsrs gSaA 

 ¼i½ pj ¼ii½ fLFkjkad  ¼iii½ ?kkrkad ¼iv½ y?kqXkq.kd 

4- (X-1) (X-2) dk lekdyu D;k gksXkk\ 

 ¼i½ cx
xx

++− 2
2

3

3

33

  ¼ii½ cx
xx

++− 2
23

22

 

 ¼iii½ cx
xx

++− 6
23

33

  ¼iv½ X
3
 - 3X

2
 + 2X + c  

5- ∫
4

1

xdr dk lekdyu gksXkk 
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 ¼i½ 
14

3    ¼ii½ 
2

21    ¼iii½ 
3

16  

 ¼iv½ 
3

14  

mÙkj % 1- ¼iii½] 2- ¼iv½] 3- ¼ii½] 4- ¼i½] 5- ¼iv½ 

lgh ¼T½ vFkok Xkyr ¼F½ fpfUgr dhft,& 
1- vodyu dh izfrykse izfØ;k dks lekdyu dgrs gSaA 

2- ∫
a

a

dxxf )( dks fuf”pr  lekdyu dgrs gSa ftlesa a rFkk b Øe'k% mPp ,oa fuEu 

lhek,¡ dgykrh gSaA 

3- ∫ =
a

a

dxxf ,0)(  lgh gSA 

4- ;fn oØ y = f (X) vUrjky (a, b) ds fy, /kukRed gS vkSj oØ X v{k ls 

Åij gS rks ( )∫
b

a

dxxf /kukRed gksXkkA 

5- vFkZ'kkL= esa dqy ykxr Qyu dk lekdyu djus ij lhekUr ykxr Qyu 
Kkr fd;k tkrk gSA 

mÙkj % 1- ¼T½] 2- ¼F½] 3- ¼T½] 4- ¼T½] 5- ¼F½ 

 (1)  fuEufyf[kr dk eku Kkr dhft,A 

 
1

2

0
(i) x(x 6) dx+∫    

3
2x x

2
(ii) (e e )dx+∫  

 
4

1
(iii) xdx∫    

4

1

dx
(iv)

x
∫  

 
3

x

2
(v) xe dx∫    

b

a
(vi) log xdx∫    

 
1

0

dx
(vii)

1 x+∫     
5

24

x
(viii) dx

1 x+∫  

 
13

: (i)
4

Ans     
4

6 3 2c
(ii) e e e

2
− + −  

 
14

(iii)
3

        (iv) 2  

 2(v) e (2e 1)−     
b a

(vi) b log a log
e e

   
−   

   
 

 (vii) log 2     
1 26

(viii) log
2 17

 
 
 
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Ans: 
13

(i)
4

    
4

6 3 2c
(ii) e e e

2
− + −  

 
14

(iii)
3
    (iv)     2 

 2(v) e (2e 1)−     
b a

(vi) b log a log
e e

   
−   

   
 

 (vii) log 2     
1 26

(viii) log
2 17

 
 
 

 

(2)    fuEu oØksa ds Hkhrj dk {ks=Qy Kkr dhft, 

 4 31
(i) v x , 1 x 4 Ans.

5

 
= ≤ ≤   

 

 2(ii) v x 4x 5 2 x 1 [Ans.12]= + + − ≤ ≤  

 
2x 44

(iii) v 1 0 x 4 Ans.
2 3

 
= + ≤ ≤   

 

 2 28
(iv) y 9 x 1 x x Ans.

3

 
= − ≤ ≤   

 

(3)    y  dk eku crkb, ;fn & 

 3x 3dy
(i) 3e [Ans. y e x c]

dx
= = +  

 
3

2dy 5x
(ii) 5x 2 Ans.y 2x c

dx 3

 
= + = + + 

 
 

 
3

2dy x
(iii) x Ans. y c

dx 3

 
= = + 

 
 

 n n 1dy 1
(iv) (a bx) Ans.y (a bx) c

dx b(n 1)

+ 
= + = + + + 
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bdkbZ & 6 lekdyuu dk vkfFkZd iz;ksx 

 
 

6.1 izLrkouk 
6-2   mn~ns”; 
6-3   ykxr Qyu  
6-4   vkxe fo”ys"k.k  
6-5    vFkZ”kkL= esa fuEu izdkj ls lekdyuu dk mi;ksx fd;k tkrk gS 

6-5-1  ykxr Qyu  
6-5-2  vkxe Qyu  
6-5-3  YkkHk 
6-5-4  iwath lap;u  
6-5-5  isjsVks dk vk; forj.k dk fl)kUr 

6-6   vFkZ”kkL=  esa lekdyuu dk iz;ksx 
6-6-1  lhekUr Qyu ls dqy Qyu Kkr djuk 

6-7    {ks=Qy lekdyuu }kjk miHkksDrk dk vfrjsd  
6-7-1  miHkksDrk dk vfrjsd 
6-7-2  fuf”pr lekdyuu  

6-8    mRiknd dk vfrjsd 
6-9    lekdyuu dk vFkZ”kkL= esa iz;ksx  

6-10   fpUg  (Sign Convention) 
6-11   fuf”pr lekdyu & fo”ks’krk,¡ 
6-12   lkjka”k  
6-13   'kC}koyh 
6-14   vH;kl ds fy;s iz”u 
6-15   lanHkZ xzzUFk 
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6-1   izLrkouk 

iwoZ bdkbZ&5 esa geus lekdyu vo/kkj.kk ,oa fuoZpu ij ppkZ dh FkhA izLrqr bdkbZ ds 

varXkZr] ge lekdyuu ds vFkZ”kkL= esa izeq[k vi;ksxksa dh O;k[;k djsxsasaA lekdyuu 

dh izfØ;k ds }kjk lhekUr Qyu] vkSlr Qyu rFkk dqy Qyu Kkr dj ldrs gSaA 

6-2   mn~ns”; 

bl bdkbZ ds v/;;uksaijkUr ikBd & 

1) dqy ykxr@vkxe Kkr djus dh fof/k tcfd lhekUr ykxr fn;k gksA  

2) fuf”pr  lekdyu 

3) lekdyu {ks=Qy mikXke fof/k 

4) lekdyu ds vFkZ”kkL=  esa fofHkUu mi;ksx ij tkudkjh izkIr djsxsasaA 

lekdyu] vodyu dh mYVh izfØ;k gS fo"k; dks le>kus ds fy, dqN mnkgj.k 

(solved examples) fn;s Xk;s gSa] tks lekdyu dk vFkZ”kkL=  esa iz;ksx] le>usa esa 

lgk;d gksxssaA vUr esa ikBdksa ls vuqjks/k gS fd vH;kl ds fy;s iz”u rFkk Loijh{k.k ds 

}kjk viuh {kerk dk vkdyu Lo;a djsaA 

6-3  ykxr Qyu 

ewy :i esa ykxr Qyu rFkk vkxe fo’ys"k.k ds fo"k; esa ge tkurs gSaA ;gk¡ bu ij 

laf{kIr ppkZ ds mijkUr ge lekdyu }kjk budk eku Kkr djus dh fof/k ij ppkZ 

djsxsasaA  

fuxZr (output) rFkk vkXkrksa (inputs) ds chp QyukRed laca/kksa dks mRiknu Qyu 

dgrs gSa & Q = f(L, K) A tgk¡ Q mRiknu dh ek=k] rFkk L ,oe~ K Je rFkk 

iw¡th lk/kuksa dh ek=k;sa gSaA  

fdlh fn;s Xk;s mRiknu Qyu esa lk/kuksa dh ek=k ij gksus okyk O;; mRiknu dh 

ykxr dk eki gksXkA bl izdkj mRknu ds vk/kkj ij ykxr&Qyu dks izkIr fd;k tk 

ldrk gSA vr% ykxr&Qyu ,d O;qRiUu Qyu (derived function) gS] ftls 

mRiknu&Qyu ls izkIr fd;k tk ldrk gSA  
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mRiknu&Qyu dh rjg ykxr Qyu ds nks :i gks ldrs gSa & vYidkyhu ykxr 

Qyu rFkk nh?kZdkyhu ykxr QyuA 

vYikdyhu ykxrsa ¼izfr bdkbZ½ & ;|fi dqy ykxr oØ cgqr egRoiw.kZ gS ij izfr 

bdkbZ ykxr oØ mis{kkd`r vf/kd egRoiw.kZ gksrk gS] izeq[k vYidkyhu ykxrsa gS & 

1. vkSlr fLFkj ykxr 
TFC

(AFC)
Q

−   tgk¡ Q  mRiknu dh ek=k gSA 

2. vkSlr ifjorZu”khy ykXkr 
TVC

(AVC)
Q

−  

3. vkSlr dqy ykxr 
TC TFC TVC

(ATC) AFC AVC
Q Q Q

− = + = +  

4. lhekUr ykxr 
dC

MC
dQ

−  tks dqy ykxr dk vodyu gS 

6-4   vkxe fo”ys"k.k  

fdlh QeZ }kjk Ø; dh XkbZ oLrqvksa dh dqy bdkb;ksa ls tks vk; izkIr gksrh gS mls 

dqy vk; dgrs gSaA 

dqy vk; (Total Revenue) = izfr bdkbZ ewY; (P)×oLrq dh foØ; dh XkbZ dqy 

bdkb;ksa dh la[;k (Q)  =  P × Q 

dqy vk; dks ;fn dqy foØ; dh XkbZ bdkb;ksa ls HkkXk ns fn;k tk; rks izkIr jkf”k 

vkSlr vk; ds cjkcj gksXhA 

vkSlr vk; (AR)  = dqy vk; ÷ oLrq dh fcØh dh XkbZ bdkb;ksa dh la[;kA 

;k 
TR P.Q

AR P
Q Q

= = =  ¼dher izfr bdkbZ½ 

lhekUr vk; ls rkRi;Z dqy vk; dh ml o`f) ls gS tks ,d vfrfjDr bdkbZ ds foØ; 

ls izkIr gksrh gSA  

 lhekUr vk; n n 1(MR) TR TR −= −  

;fn dqy vk; Qyu Kkr gS] rks ,slh fLFkfr esa] oLrq dh bdkb;ksa ds lkis{k dqy vk; 

dh ifjorZu nj dks ge lhekUr vk; dgrs gSaA 
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d d

MR (TR) {f (Q)} f '(Q)
dQ dQ

= = = . 

6-5  vFkZ”kkL=  esa fuEu izdkj ls lekdyuu dk mi;ksx fd;k tk ldrk gS  

6-5-1  ykxr Qyu  

vodyu djrs le; gesa dqy ds eku }kjk lhekUr dk eku Kkr gksrk gSA pw¡fd 

lekdyu vodyu dh foijhr izfØ;k gS] vr% lhekUr dk lekdyu djds gesa dqy 

dk eku Kkr gks ldrk gS & 

 
dc

MC
dx

=  

rks     
dc

c MC.dx dx
dx

= = ×∫ ∫  

uksV & vYidky esa dqy ykxr dHkh Hkh 'kwU; ugh gksrh D;ksafd fLFkr ykxr dHkh 'kwU; 

ugha gksrhA nh?kZdky esa mRiknu 'kwU; gksus dh n”kk esa fLFkj ykxr 'kwU; gks ldrh gSA  

6-5-2   vkxe Qyu  

ftl izdkj ge dqy ykxr ds vodyu ls lhekUr ykxr Kkr djrs gSa mlh izdkj 

dqy vkxe ds  vodyu ls lhekUr vkxe Kkr dj ldrs gSa] rFkk lekdyu fof/k ls 

lhekUr vkxe ds }kjk dqy vkxe dk eku Kkr dj ldrs gSaA ;fn] lhekUr vkxe 

dR
(MR)

dx
=  ds gSa rks]  

dR
TR MR .dx dx

dx
= = ×∫ ∫  rFkk X = 0 gksus dh fLFkfr esa 

TR = 0 gksXkA 

(i) dqy miHkksXk (TC) dk eku Hkh lhekUr miHkksXk (MC) ds lekdyu 

}kjk Kkr fd;k tk ldrk gSA 

         
dc

c dy
dy

= ×∫  

(ii) dqy mi;ksfXkrk (Tu) dk eku lhekUr mi;ksfXkrk (Mu) ds lekdyu 

}kjk fudkyk tk ldrk gS 

         
du

Tu dx
dx

= ×∫    
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(iii) dqy mRiknu (TP) dk eku lhekUr mRiknu (MP) ds lekdyu }kjk 

Kkr dj ldrs gSa & 

dP
TP dq

dq
= ×∫  

6-5-3   YkkHk 

 ;fn gesa fdlh QeZ ds vf/kdre ykHk dk eku Kkr djuk gS] rcfd gekjs 

lhekUr ykxr ,oa lhekUr vkxe Qyu fn;s gq, gSa & rks 

 vf/kdre ykHk =  dqy vkxe & dqy ykxr 

or  TR TCπ = −  

lekdyu }kjk   
dR

TR dx
dx

= ×∫  

    
dc

TC dx
dx

= ×∫  

 
dR dc

dx TP dx
dx dx

π = × − = ×∫ ∫  

6-5-4   iwath lap;u  

iwath ds okLrfod LVkWd esa gksus okyh o`f) dks iwath lap;u dgrs gSaA iwath lap;u dh 

nj dks 
dk

dt
 }kjk fy[krs gSa tgk¡ k le; dk Qyu gSA  

iwath lap;u dh nj ogh gS tks fuoy fuos”k (It) fdlh le; fcUnq ij gksrk gSA 

 
dk

I(t)
dt

=  

;fn dqy iwath LVkWd dk eku fudkyuk gks rks iwath lap;u dh nj 
dk

dt
 dk lekdyu 

Kkr djuk gksXkk & 

 
dk

k(t) I(t) (dt) dt
dt

= = ×∫ ∫  

 k(t) dk= ∫  
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6-5-5  isjsVks dk vk; forj.k dk fl)kUr 

 isjsVks dk vk; forj.k dk fl)kUr V. Pareto }kjk fuEu vk; forj.k dk 

fl)kUr izfrikfnr fd;k Xk;k & 

,d fn;s gq;s tula[;k ds vkdkj �a� esa �N� O;fDr ftudh vk; �X� ls vf/kd gS &  

 N =  aX
-b tgk¡ �b� (population parameter) tula[;k izkpy gS] 

ftldk eku 1-5 gSA 

(i)   dqy O;fDr tks  y1 vkSj y2 vk; ds Lrj ds vUrxZZr gS & 

  
2

2

1 1

yy b
b

y y

x 1
ax dx a

b 1

−
−  +

= =  − + 
∫  

  1 b 1 b

2 1

a
y y

1 b

− − = − −
 

(ii)   dqy vk; tks y ds Lrj ls Åij gS  

  tc N  =  aX
-b  rks 

   x b 1 b 1dN a( b) dx abx dx− − − −= − = - 

eku ysa fd] b 1Ndx dN abx dx− −= =  tgk¡ dN O;fDr la[;k esa NksVk ifjorZu gS] 

tcfd vk; esa o`f) gqbZ gksA 

gesa �dN izkIr gksrk gS D;ksafd vk; ds Lrj esa o`f) gksus ij O;fDr la[;k de gksrh 

tkrh gS] dqy vk; dk Lrj X &   

 bxNdx abx .dx−=  

dqy vk; �y� ds Lrj ds Åij 
y

x.Ndx

∞

= ∫  gksXkh 

 b 1 b

y

ab
abx dx y

y 1

∞
− −= =

−∫
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6-6   vFkZ”kkL=  esa lekdyu dk iz;ksx 

⇒  lekdyuu dh izfØ;k }kjk ge lhekUr Qyu Kkr gksus ij dqy Qyuksa dks 

Kkr dj ldrs gSaA 

tSls   lhekUr ykxr 
d

dq
=  ¼dqy ykxr½ gksrk gS  

dqy ykxr = ∫ ¼ lhekUr ykxr 
d

dq
½  

q = dqy mRiknu gSA  

⇒ lekdyu  &  {ks=Qy mikXke fof/k }kjk ge miHkksDrk dh cpr dks ekaxk oØ 

ds }kjk Kkr fd;k tk ldrk gSA  

⇒ ;fn gesa X-axis ds Åij fdlh oØ ds uhps] fdlh range dk {ks=Qy Kkr 

djuk gks rks fuf”pr  lekdyu }kjk fudkyk tk ldrk gSA igys ge lhekUr 

Qyu Kkr gksus ij dqy Qyuksa dks Kkr djus dh fof/k dqN mnkgj.kksa }kjk 

Li"V djsxsasaA  

6-6-1 lhekUr Qyu ls dqy Qyu Kkr djuk &  

(i)  ;fn MC   = 2ax + b rks TC (2ax b)dx= +∫  

       2 ax bx c= + +  

(ii)  ;fn MR   = -2 x +  α β rks  

   2 - x x c.= α + β + TR ( 2 x )dx= − α + β∫  

(iii)  ;fn MPS   = f(y) rks S f (y)dy.= ∫  

mijksDr m)j.kksa }kjk] lhekUr Qyu Kkr gksus dh fLFkfr esa dqy Qyu dk eku 

fudkyuk Li"V fd;k gSA  

mnkgj.k & ;fn lhekUr vk; Qyu 23
MR x 10x 100

20
= − + rks  X = 10 ij dqy 

vk; Kkr dhft,A  
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gy X = 10 ij dqy vk; Kkr djus ls iwoZ ge dqy vk; Qyu dks Kkr djrs gSaA 

rRi’pkr] dqy vk; Qyu esa X = 10  j[kus ij gesa  10 bdkbZ foØ; dh dqy vk; 

Kkr gks tkrh gS tc & 

23
MR x 10x 100

20
= − +  

TR= ∫( 23
MR x 10x 100

20
= − + ) dX= X

3
/20-5X

2
+100X 

TR = p.X. vFkkZr~ X dk eku 'kwU; gksus ij dqy vk; Hkh 'kwU; gksrh gSA TR Qyu esa 

vpj jkf”k vuqifLFkr gksrh gSA bl dkj.k lekdyt Qyu esa lekdyu vpj 'C '

vuqikfLFkr gSA  

vc X = 10 j[kus ij  

TR= 10
3
/20 ─ 5.(10

2
 ) +100(10) 

     =1000/20 ─5(100)+1000 

     = 50-500+1000   = 550  

mnkgj.k % ;fn ,d mRiknd dk lhekUr ykxr Qyu 2MC x 14x 111= − + gS rFkk 3 

bdkbZ dh dqy mRiknu ykxr 379 :0 gS rks mRiknd dk dqy ykxr Qyu Kkr 

dhft,A  

gy & mRiknd dk lhekUr ykxr Qyu]  

         MC= X
2
 � 14X+111 

vr% TC= ∫( X2
 � 14X+111) dX 

          = X
2
/3 � 14( X

2
/2 + 111X +C)  

          TC = X
2
/3 � 7X

2
+111X+C 

6-7  {ks=Qy lekdyu }kjk miHkksDrk dk vfrjsd  Kkr djuk  
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mnkgj.k &  ,d O;fDr dk ekax Qyu 
x

P 18
3

= − gSaA ;fn O;fDr oLrq dh 30 

bdkb;k¡ Ø; djs rks O;fDr dk miHkksDrk vfrjsd (Consumer�s Surplus) Kkr 

dhft;sA  

gy & miHkksDrk vfrjsd ls rkRi;Z ml dher vUrj ls gS] tks miHkksDrk oLrq dh ,d 

fuf”pr  ek=k ds fy;s pqdkus dks rRij gS] rFkk tks dher og okLro esa pqdkrk gSA  

miHkksDrk oLrq dh 30  bdkb;ksa ds fy;s tks dqy dher nsus dks rRij gS] og X = 30 

ls X = 30  bdkb;ksa rd mRrjksDrj mPpre dherksa ds ;ksx ds cjkcj gksXhA bl jkf’k 

dks fuEu Nk;kafdr {ks=Qy Chart-1 (Shaded Area) OBCD }kjk iznf”kZr fd;k 

X;k gSA ijUrq miHkksDrk okLro esa 30 bdkbZ Ø; djus ij tks dqy dher vnk djrk 

gS] og vk;r OACD ds {ks=iy ds cjkcj gSA  

X = 30 ij oLrq dh dher Kkr djus ds fy;s ge ekax Qyu ds lehdj.k esa X = 

30j[krsgSa&

 

6-7-1 miHkksDrk dk vfrjsd  

bl fl)kUr dk izfriknu izks0 ek”kZy }kjk fd;k Xk;k gS] fdlh oLrq ls oafpr jgus dh 

vis{kk miHkksDrk tks vf/kdre dher mlds fy;s pqdkus dks rS;kj gS] vkSj tks dher og 

okLro esa pqdkrk gS] bu nksuksa dherksa ds vUrj dks gh miHkksDrk dh cpr dgrs gSaA  

B 

A 

C 

D Chart-1
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ek”kZy dh ifjHkk"kk& &^miHkksDrk fdlh oLrq ls oafpr jgus dh vis{kk ml oLrq ds fy, 

okLro esa fn;s Xk;s ewY; dh vfrfjDr tks vf/kd ewY; nsus dks rS;kj gks tkrk gS] og 

bl vf/kd larqf"V dh vkfFkZd eki gS vkSj bldks miHkksDrk dh cpr dgk tkrk gSA*  

mi;ksfXkrk fo”ys"k.k ds vUrxZZr] /ku dh lhekUr mi;ksfXkrk dks fLFkj ekudj lHkh 

miHkksDrkvksa dk ,d leku mi;ksfXkrk Qyu eku fy;k tkrk gSA ekax oØ }kjk ge 

fdlh oLrq dh ekax (X) ,d nh Xk;h dher (p) ij Kkr djus gSaA  

;fn p =f(X) oLrq dk ekaxk Qyu gS] rFkk miHkksDrk X0 ek=k dk Ø; 0P dher ij 

djrk gS rks mldk dqy O;;&  

 0 0TE = P x  gksXk  

dqy miHkksDrk 0P  ls vf/kd dher nsus dh rS;kj] gksaxss] ;fn miHkksDrk X ek=k Ø; 

dj pqdk gS] rks og dX ek=k dks fX (dX) dher ij Ø; djus dks rS;kj gksXkA bl 

izdkj miHkksDrk }kjk fd;k X;k dqy O;;  X0 ek=k ds fy;s 
0x

0

f (x)dx∫  ds cjkcj gksXkA  

tgk¡ miHkksDrk vfrjsd&  

 
0x

0 0

0

 f(x) dx-p  x .= ∫  

blh izdkj ge fuf”pr  lekdyu dh lgk;rk ls miHkksDrk vfrjsd dk {ks=Qy 

fudky ldrs gSaA  

 
x

P = 18 -
3
 

;fn x 30=  rks 
30

P 18   =  18 - 10. 
3

= −  

        = 8 :0 izfr bdkbZ  

vr% 30  bdkbZ oLrq ds fy;s miHkksDrk tks dher nsus dks rRij gS] og Nk;kafdr 

{ks=Qy OBCD ds cjkcj gS] ijUrq  
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{ks=Qy 
3030 2

0 0

x x
BODC  = 18- dx  =  18x-

3 6

  
   
   
∫  

   
2 230 0

18x30 18x0
6 6

   
= − − −   
   

 

   [ ]
900

 540-  - 0-0
6

 
=   

 

        [ ] 540 - 150  - [0] = 390= :0 

vr% miHkksDrk dk vfrjsd     390 - 240=  

           150=  :0  

miHkksDrk vfrjsd dks ge fuEu izdkj Hkh O;Dr dj ldrs gSa&  

 
x

0

CS = P(x)dx-P.x.∫  

tgk¡ CS, miHkksDrk dk vfrjsd gS] rFkk P(x)ek=k ds :i esa miHkksDrk dk ekax Qyu 

gSA  

6-7-2 fuf”pr  lekdyu  

fuf”pr  lekdyu ,d egRoiw.kZ n`f"Vdks.k gS] Xkf.krh; :i ls ;kSfXkd vfHkO;fDr rFkk 

vjs[kh; 'kCnkoyh es oØ ds Hkhrj ds {ks=Qy dks O;Dr djrk gSA tgk¡ vfuf”pr  

lekdyuu dks dksbZ fuf”pr  vadkRed eku ugh gksrkA ogh fuf”pr  lekdyu dk 

,d fuf”pr  vadkRed eku gksrk gSA ;fn f (x) lhek (a,b)  ds Hkhrj ,d lrr~ Qyu 

gS ¼lhek a vkSj b  ds Hkhrj ½ 

 [ ]
b

b

a

a

f (x).dx  = F(x)   = F(b) - F(a)∫  

tgk¡ f (x)dx  = f(x) +c∫  

blesa a  dks fupyh lhek vkSj b  dks Åijh lhek dgrs gSaA blds vk/kkj ij &  

 
22 2 4 4

3

1 1

x 2 1 16 1 15
x dx  =   =    -    =   -   = 

4 4 4 4 4 4

 
 
 

∫  
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vkSj 
1

1
x x 1 0

0
0

e dx      =   e   =  e   -  e .  ∫  

        e  - 1.=  

fdlh oØ ds Hkhrj ds {ks=Qy ds :i esa ge fuf”pr  lekdyu dks O;Dr dj ldrs 

gSaA bls gh lekdyuu dk vk/kkjHkwr izes; Hkh dgrs gSaA eku ysrs gSa fd f(X) ,d 

lrr Qyu gS ftls oØ ds :i esa fn[kk jgs gSaA vUrjky (a,b) ij bl oØ ds Hkhrj 

dk {ks=Qy izkIr djus ds fy;s ,d NksVh iV~Vh (strip) ftldh pkSM+kbZ 

( )1 2 1(width)  x x x∆ −  dks ysrs gSaA bldh Å¡pkbZ 1g(x ) gSA  

bl iV~Vh dk {ks=Qy  1 1f (x ).  x∆  gksXkk A  

blh rjg ;fn ge  ifV~V;k¡ ysa ftldh pkSM+kbZ ix (i 1,2,....,~)∆ =  gks rFkk laXkr 

Å¡pkbZ if (x ) (i 1,2,....,~)=  gks rks ge NksVs vk;r izkIr djsxsas a ftlesa izR;sd dk 

{ks=Qy i if (n ) x i 1,2,...,~∆ =  gksXkkA 

bl {ks=Qy dk ;ksx 
~

i i

i 1

f (x ), x
=

∆∑  gksXkkA 

oØ ds Hkhrj ds okLrfod {ks=Qy dks O;Dr djus ds fy;s vko”;d gS fd vk;kr dh 

pkSM+kbZ cgqr lw{e gS vkSj ;g rHkh lEHko gS tc  ~ cgqr cM+k gks ;k  ~  vuUr dh 

rjQ vxzlj gksA bl fLFkfr esa vk;r cgqr iryk gksrk tk,Xkk ¼yXkHkXk ,d lh/kh js[kk 

dh rjg½ vkSj vUrjky (a,b) ds fy;s oØ ds Hkhrj ds {ks=Qy dks ,d lhek ds :i esa 

fy[k ldsaxsasaA 

~

1 i
n

i 1

A Lim f (x ). x
→∞

=

= ∆∑   bl :i esa izLrqr {ks=Qy [kf.Mr ;ksx gSA ;fn ge lhek ds 

:i esa izLrqr djsa rc lrr~ izd`fr dk gksXkk A vFkkZr~ & 

 
0

a

A f (x).dx= ∫  

mi;qZDr nksuksa :i esa lekurk ij /;ku nsuk pkfg;sA [kf.Mr la[;kvksa if (x )  vkSj ix∆  

dk fX vkSj dX  okLro esa ,d lrr~ miHkkXk  gSA bl fLFkfr esa [kf.Mr ;ksx dk 
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fpUg   lrr~ ;ksx ds fpUg ∫ }kjk izfrLFkkfir gks tkrk gSA bl izdkj oØ y f (x)=  

dk {ks=Qy nks lhekvksa (a,b)  ds fy;s fuf”pr  lekdyu ds :i esa fy[kk tk ldrk 

gSA 

{ks=Qy   
b

a

abBA f (x)x F(b) F(a)= = −∫  

6-8   mRiknd dk vfrjsd 

ftl izdkj ge miHkksDrk dk vfrjsd /ku dh mi;ksfXrk fLFkj gksus dh n”kk esa Kkr 

djurs gSa mlh izdkj] mRiknd vfrjsd esa Hkh ge ;gh ekurs gSa fd /ku dh mi;ksfXrk 

leku gS rFkk lHkh mRikndksa ds mRiknu Qyu ,d leku gSA  

;fn p f (x)=  iwfrZ Qyu gS] rFkk p  cktkj dher gS rks eku ysrs gSa fd mRiknd X0  

ek=k foØ; djrk gS p0 dher ij ;g larqyu dher gS rFkk mRiknd dk vkxe = 

 0 0R p x=  

tgk¡ cktkj esa vU; mRiknd p0 dher ls de dher ij foØ; djsxsasa rks mRiknd tks  

X ek=k dk foØ; dj pqdk gS vc dX ek=k dk foØ; f(X) dher ij djsXkkA vr% 

dX ls dqy vkxe cjkcj gksXkk f(X) dX ds rFkk dqy vkxe X ds foØ; }kjk & 

 
0x

0

f (x)dx∫  

 mRiknd vfrjsd 
0x

0 0

0

p x f (x)dx= − ∫  

mRiknd vfrjsd dks fuf”pr  lekdyu }kjk Hkh Kkr fd;k tk ldrk gS & 

mRiknd vfrjsd 0 0OP TX=  dk dqy {ks=Qy 1 0OS TX−  oØ dk {ks=Qy = iwfrZ 

oØ dk fgLlk 0 1P S T  0 0p x f (x)dx= −  

 
0x

0 0

0

p x p.dx= − ∫   
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mnkgj.k & 9-  ;fn lhekUr vkxe Qyu 
2

ab
MR C

(x b)
= −

−
 rks lekdyu }kjk dqy 

vkxe Qyu Kkr dhft,A ;fn ,d fLFkfr esa TR = 0 tc X = 0 gks rks fl) 

dhft, fd 
a

AR C
b x

= −
−

 ds gSaA 

2

dR ab
MR C

dx (x b)
= = −

−
 

nksuksa rjQ lekdyu djus ij ¼X ds fy;s½ 

 
2

ab
dR dx cdx

(x b)
= −

−
 

 
2

dx
dR ab c dx

(x b)
= −

−∫ ∫ ∫  

 
1(x b)

R ab cx k
1

−−
= − +

−
 

gesa irk gS fd X = 0 rFkk  R = 0. 

 
1ab( b)

0 0 k
1

−−
= + +  

 
ab

0 0 k
b

= − − +  

or        k  =  - a 

vr% 

 
ab

R cx a
x b

−
= − −

−
 

vkSlr Qyu  
TR ab a

C
x x(x b) x

= = − − −
−

 

 
ab a ab ax ab

AR P C C
x(x b) x x(x b)

− − − +
= = − − = −

− −
 

     
ax a a

C C C
x(x b) x b b x

−
= − = − = −

− − −
  vr% fl)  
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6-9    lekdyu dk vFkZ”kkL=  esa iz;ksx  

mnkgj.k % 1  

1- tc lhekUr ykxr Qyu xMC = 2+5e (a) fn;k gks rks (a) C dk eku Kkr dhft, 

tc C(o) = 100 (b) vkSlr ykxr Kkr dhft, (c) C,  MC,  AC  dk eku X =60 

ij Kkr dhft, A  

gy  xdc
  =  2 + 5e

dx
 

 xdc  =  2 dx + 5e dx  

 x
dc = 2 dx + 5 e  dx∫ ∫ ∫  

 xc = 2x + 5e  + k  

 x = 0 C(o) = 100  

 o100 = 5e k+  ;k k = 95 

 xC = 2x + 5e  + k  

 
xC 5e 95

AC =  = 2 +  + 
x x x

 

tc X = 0 rks  

 
605e 95

AC = 2 +  + 
60 60

 

 60MC = 2 + 5e .        ¼mRrj½ 

mnkgj.k % 2 ;fn X bdkb;ksa lhekUr ykxr Qyu 
a

ax b+
 rFkk ;fn ykxr 'kwU; gS 

rks x  dk dqy ykxr Qyu Kkr dhft, A  

gy %  

( )
1/ 2

dc a
 = MC = 

dx ax+b
 

( )
1/ 2

dc  = a ax+b  dx
−
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lekdfyr djrs gq,]  

 ( )
1/ 2

dc  =  a ax+b  dx
−

∫ ∫  

 
( )

1/ 2

1
2

ax+b
c  a. k

  a
= +

×
 

 ( )
1/ 2

c = 2 ax+b k+  

;fn C(o) = 0 fn;k gS rks  

 1/20  =  2(b)  + k  

 k  = - 2 b.  

 ( )
1/ 2

C = 2 ax+b  - 2 b.  

 ( ) ( )
1/ 2 1/ 2

 2 ax+b  - b =
 

 mRrj  

mnkgj.k : 3 ykxr Qyu Kkr dhft, tc lhekUr ykxr Qyu  

 2MC  = 1000  - 20x + x  

tgk¡ x mRikfnr bdkbZ gSa rFkk fLFkj ykxr Rs. 9000 gS&  

gy % 2dc
  = 1000 - 20x  + x

dx
 

 2
dc  = 1000 dx - 20 x dx + x  dx∫ ∫ ∫ ∫  

 C  =  
2 320x x

1000x - k.
2 3

+ +  

 x = 0      c = 9000  

 9000   =  0  - 0 + k.  

 k   =    9000 

 
2 320x x

c  = 9000  + 1000x  -   +  
2 3

 ¼mRrj½ 
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mnkgj.k % 4 ;fn lhekUr vkxe Qyu x  bdkbZ ds fy;s 
2

6
MR = 5

(x+2)
+  gS rks 

dqy vkxe Qyu rFkk ekax Qyu Kkr dhft, &  

gy % lhekUr vkxe 
2

6
MR =  + 5

(x+2)
 

 2
R = MR dx  =  6(x+2)   dx +  5 dx

−

∫ ∫ ∫  

   
-16(x+2)

   + 5x + k.
1

=
−

 

      x  = 0    R  = 0.  

 
-6

0  =   + 5x + k 
x+2

  

 
-6

0  =   + 0 + k 
2

 

 k   =  3  

 
-6

R  =     +  5x + 3 
x+2

 

  
6

 3 -  + 5x
(x+2)

=  

    
3x+6-6

   + 5x
x+2

=  

    
3x

    + 5x
x+2

=  

ekax Qyu 
R

AR  = P = 
x

 

 
3

P  =   + 5 
x+2

 mRrj  

mnkgj.k 5 & ABC fyfeVsM dEiuh oLrq dk lhekUr vkxe Qyu 

2MR  = 20x - 2x  gSa] bl QeZ dk vf/kdre ykHk ij mRiknu] dqy ykHk b"Vre 

mRiknu  ij Kkr dhft,A  
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gy & ykHk vf/kdre mRiknu] MR  = MC 

 2 220 2x    =  81 -  16x  +  x−  

 23x  + 36x - 81    =   0 −  

 23x E 36x  +  81 =   0 −  

 2x   -  36x  +  81   =   0  

 2x   -  12x  +  27   =   0  

 (x-3)  (x-9)   =   0 

 x  =   3 rFkk x  =  9  

ykHk vf/kdre djus ds fy;s &  

d
[MR - MC]  <  0  

dx
 tgk¡  x = 3, 9  

x   =  3  ij [ ]
d

MR  -  MC
dx

=  

6x  +  36  =  - 18  +  36  =  18  >  0 − rFkk  

x  = 9  ij 
d

[MR  - MC]  =   -6x  +  36  =  -54  +  36 
dx

 

   -18 < 0.=  

vr% ykHk vf/kdre x = 9 ij x  = 9 ij vf/kdre ykHk 

( )
9

0

  MR - MC dx= ∫  

 ( )
9

2

0

  -3x  + 36x - 81 dx= ∫  

 
9

3 2

0
  -x   +  18x   -  81 x =    

 3 2  - (9)   +  18(9)   -  81 (9) =  

      0=  mRrj  

mnkgj.k % 6  ,d oLrq dk ekax Qyu p = 10 � 29.   

bldk miHkksDrk vfrjsd Kkr dhft, tc 
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(i) p0 = 0    (ii)  p0 = 1    (iii)  p0  = 5. 

gy p = 10-29.  ;fn p0 = 0 rks q = 5. 

      C.S.    =   ∫ ekax Qyu  -  p ×q   

                 (10 2q)dq p q= − − ×∫  

                  
5

0

(10 2q)dq 0 5= − − ×∫  

                   
5

2

0
10q q 0 = − −   

                   [ ]50 25= −  

                    = 25.   mÙkj 

(ii)     0

1
p 1; 1 10 2q; q q / 2 4

2
= = − = =  

 
q / 2

2

0

9
C.S. 10q q 1

2
 = − − ×   

 
10 9 81 9

2 4 2

×
= − − . 

            
180 81 18

4

− −
=  

             
81

4
=    mÙkjA 

(iii)     0p 5; t 10 2q= = −  

              2q 5 q 5/ 2= =  

            C.S.  
5/ 2

2

0

5
10q q 5

2
 = − − ×   

                      
5 25 25

10
2 4 2

= × − −  

                       
100 25 50 25

4 4

− −
= =   mÙkjA 
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mnkgj.k% 7   ;fn oLrq ds ekax ,oa iwfrZ Qyu fuEu gS & 

  2pd 18 2x x= − −  

            sP 2x 3= −  

rks miHkksDrk vfrjsd rFkk mRiknd vfrjsd Kkr dhft,A 

larqyu dher ij pd  = ps. 

 vr%  218 2x x 2x 3− − = −  

 x 3∴ =  

 X = 3   rFkk    p = 3   ij 

(C.S.) miHkksDrk vfrjsd  
3

2

0

(18 2x x ) dx 3 3= − − − ×∫  

        
3

3
2

0

x
C.S. 18x x 9

3

 
= − − − 
 

 

    [ ]C.S. 54 9 9 27units= − − =  

(b)   mRiknd vfrjsd   
3

0

3 3 (2x 3)dx× − −∫  

      
3

2

0
P.S. 9 x 3x = − −   

                        9 [9 9] 9 9 9 9= − − = − + =  units. 

mnkgj.k: 8.  ;fn 'kq) izfr;ksfXrk esa ekax] iwfrZ Qyu Øe”k% fn;s gksa & 

 d s

8 1
p 2 P (x 3)

x 1 2
= − = +

+
 

rks miHkksDrk vfrjsd ,oa mRiknd vfrjsd Kkr dhft, & 

larqyu dher ij d sp p=  

vr%       
8 x 3

2
x 1 2

+
− =

+
 

      
8 2x 2 x 3

x 1 2

− − +
=

+
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6 2x x 3

x 1 2

− +
=

+
 

      212 4x x 4x 3− = + +  

 2x 4x 4x 9 0+ + − =  

      2x 8x 9 0+ − =  

      2x 9x x 9 0+ − − =  

 x(x 9) 1(x 9) 0+ − + =  

        x 9, x 1= − =  

p = 2  at X = 1.  D;ksafd X = 9 laHko ugha 

 miHkksDrk vfrjsd 
1

0

8
(C.S.) 2 dx 2 1

x 1

 
= − − × 

+ 
∫  

           [ ]1

0
C.S. 8log(x 1) 2x 2= + − −  

                     C.S. 8log2 2 2= − −  

                     C.S. 8 log2 4= −   ¼mÙkj½ 

       mRiknd vfrjsd  
1

0

x 3
(P.S.) 2 1 dx

2

+
= × − ∫  

                     
1

2

0

1 x
P.S. 2 1 3x

2 2

 
= × −  

 
 

       
1 1

P.S. 2 1
2 2

 
= × −   

 

                      
7

P.S. 2
4

= −  

¼mÙkj½   
1

P.S.
4

=   bdkbZ 
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6-10  fpUg   

;fn oØ y = f(X) vUrjky (a, b) ds fy;s /kukRed gS vkSj oØ X-v{k ls Åij gS 

rks /kukRed gksXkA blds foijhr ;fn y=f(X) vUrjky (a,b) ds fy;s _.kkRed gS 

vkSj oØ v{k ds uhps gS rks 
b

a

f (x).dx∫  _.kkRed gksXkA ;fn y = f(X) fpUg ifjofrZr 

djrk gSA ¼fuf”pr  vUrjky½ esa rFkk oØ X-v{k dks ikj djrk gS rks ,lh fLFkfr esa 

dqy {ks=Qy /kukRed {ks=Qy vkSj _.kkRed dk chtXkf.krh; ;ksx gksXkkA 

6-11  fuf”pr  lekdyu & fo”ks"krk,¡  

fuf”pr  lekdyu dh dqN egRoiw.kZ fo’ks"krk,¡ gksrh gSa tks fuEu gSa & 

(i) 
b a

a b

f (x)dx f (x) dx= −∫ ∫

(ii) 
a

a

f (x) dx 0=∫

(iii) 
d b c d

a a b c

f (x)dx f (x) dx f (x)dx f (x)(a b c d)= + + < < <∫ ∫ ∫ ∫

(iv)  
b b

a a

f (x)dx f (x) dx− = −∫ ∫

(v)   
b b

a a

tf (x)dx f f (x) dx=∫ ∫

(vi) 
b b b

a a a

{f (x) g(x)}dx f (x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫

6-12   lkjka”k  

⇒  lekdyu fof/k ds iz;ksx ls dqy ykxr @ vkxe rFkk vkSlr ykxr @ 

vkxe dk ewY; Kkr fd;k tk ldrk gS] tcfd lhekUr ykxr @ vkxe dk 

ewY; fn;k gksA 
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⇒ vkaf”kd fHkUu }kjk lekdyu & ;fn mfpr fHkUu esa gj dh ?kkr nks ;k nks ls 

vf/kd gks] rFkk gj dk xqq.ku[k.M fd;k tk lds rks mls mfpr fHkUu esa 

ifjofrZr dj ds mudk lekdyu fd;k tk ldrk gSA 

⇒ vkaf”kd fHkUu ds izeq[k rF; ns[ksa & 

⇒ ;fn lhekUr ykxr 
d

dq
=  gks lekdyu }kjk dqy ykxr 

d

dq

 
=  

 
∫  tgk¡  

q = dqy mRiknu gSA  

lhekUr vkxe 
d

dR
=  rks dqy vkxe 

d

dR

 
=  

 
∫  

⇒ fuf”pr  lekdyu ds }kjk ge oØ ds Hkhrj ds {ks=Qy dks O;Dr djrs gSaA 

⇒ fuf”pr  lekdyu dk fuf”pr  vadkRed eku gksrk gSA fuf”pr  lekdyu 

dh fo”ks"krk,¡ ns[ksa & 

⇒ lekdyu dk vFkZ”kkL=  esa iz;ksx lhekUr ykxr }kjk dqy ykxr( lhekUr 

miHkksXk }kjk dqy miHkksX( lhekUr mRiknu }kjk dqy mRiknu Kkr djus ds 

fy;s fd;k tkrk gSA 

6-13     'kC}koyh 

fuf”pr  lekdyuu - Definite Integral 

lhekUr - Marginal 

iawth lap;u - Capital Formation 

Qyu - Function 

vkxe - Revenue 

{ks=Qy ledyt - Area Integral 

6-14   vH;kl ds fy;s iz”u 

Part-1    I- oLrqfu’B iz”u %

i) ;fn MC=2aX+b gks rks TC cjkcj gksXkk � 
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1- 2aX+b/X                             2- 4a
2
X+0 

3- aX+1                                  4- aX
2
+bX+c 

ii) ;fn ,d O;fDr dk ekax Qyu P=18-X/3 gS rks 30 bdkbZ dz; djus ij C.S. 

gksXkk � 

1- 120                                      2- 240 

3-380                                       4-dksbZ ugha 

iii) ;fn AC=100-2X-0.5X
2 ds rks (X=4) TC cjkcj gksXk- 

1- 100-4X+1.5X
2
                        2-100X-2X

2
+0.5X

3

3- 200-4X-X
2
                              4- dksbZ ugha 

iv) ;fn P1 P2 rFkk Q1 Q2 fn;s X;s gSa rks iwfrZ js[kk dk lehdju D;k gksXk- 

1- P1+P2=Q1+Q2/ Q1+Q2                         2- P1-P2 = P2-P1/Q2-Q1(Q1-Q2) 

3- P1/Q1 XQ2/P2                                           4- dks bZ ugha 

v) ;fn miHkksXk QGu fn;k X;k gks rks ge ------------- dk eku fudkG ldrsa gSa- 

1- MPC                                                         2-MPC & MPS 

3- MPS                                                          4- dksbZ ugha 

mRRkj % 1-(iv)  2-(ii)  3-(ii)  4-(ii)  5-(ii) 

II] lgh (T) vFkok Xkyr (F)  fpfUgr djsa % 

i)  ;fn miHkksDrk dk ekax odz fn;k Xk;k gks rks ,d fuf”pr  ek=k dz; djusa ij 

C.S. Kkr dh tk ldrh gS A 

ii) MC  dk lekdyuu MR gS A  

iii) ;fn mps fn;k Xk;k gks rks TC Kkr dh tk ldrh gS A 

iv) ;fn MR dk eku -2aX+b rks TR=-aX
2
 +bX+c gksXkk A 

v)  lekdyuu dk eku fuf”pr  gksus ds dkju bls fuf”pr  lekdyuu dgrsa gSa  

mRRkj % 1-(T)  2-(F)  3-(F)  4-(T)  5-(T) 
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(1)   fuEufyf[kr dk eku Kkr dhft,A 

(i)      
3

2n n

2

(e e ) dx+∫  (ii)  
4

1

xdx∫

(iii)  
4

1

dx

x
∫           (iv)    

3

x

2

xe dx∫   

(v)       
b

a

log ndx∫     (vi)      
1

0

dx

1 x+∫

(vii)   
5

2

4

x
dx

1 x+∫                    

(2)  fuEu oØksa dk {ks=Qy Kkr dhft,A 

(i) 4y x 1 x 4= ≤ ≤

(ii)   2y x 4x 5 2 x 1= + + − ≤ ≤ . 

(iii) 
2x

y 1. 0 x 4
2

= + ≤ ≤

(iv)  2y 9 x 1 x x= − ≤ ≤

(3)         y   dk eku crkb, ;fn & 

(i) 3xdy
3e

dx
=

(ii) 2dy
5x 2

dx
= +

(iii) 2dy
x

dx
=

(iv) ~dy
(a bx)

dx
= +

Part-2    vH;kl ds fy;s iz”u 

iz0 1   ;fn ekax Qyu p = e
-X rFkk p = 0.5 rks miHkksDrk dk vfrjsd Kkr 

dhft,A 
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mÙkj 1 &   21
[1 loge ]

2
−   bdkbZ 

iz0 2 -    ;fn ekax ,oa iwfrZ Qyu fn;s gSa Øe”k% pd = (6-X)
2 rFkk Ps = 14+X 

rks ,dkf/kdkj ds vUrXZr miHkksDrk vfrjsd Kkr dhft;sA 

mÙkj 2 -  X = 1 
16

C.S.
3

=   bdkbZ 

iz0 3 - ;fn lhekUr vkxe Qyu fn;k gS & 

 
2

4
MR 1

(2x 3)
= −

+
. 

 rks fl) dhft, fd vkSlr vkxe Qyu cjkcj gksXkk  

 
4

AR 1
6x 9

= = −
+

  dsA 

iz0 4 - ;fn lhekUr ykxr MC = 3X+4 gS rFkk dqy fLFkj ykxr = Rs. 

10   rFkk p = 40  izfr bdkbZ gS rks Kkr dhft, & 

(i) dqy ykxr Qyu 

(ii) vkxe Qyu 

(iii) vf/kdre ykHk 

mÙkj 4 - [X = 12, vf/kdre ykHk =2-6] 

iz0 5 -  ,dkf/kdkj ds vUrXZr dher ,oa mRiknu bdkbZ dk fu/kkZj.k ekax Qyu }kjk 

fd;k tkrk gSA ;fn ekax Qyu ¼ykHk vf/kdre ,dkf/kdkj esa½ p = 

274 � X
2 rFkk MC = 4+3X, rks miHkksDrk vfrjsd Kkr dhft,A 

mÙkj 5- [C.S.  = 486 bdkbZ ] 

iz0 6& ;fn lhekUr ykxr MC = 20000-320 X � 3X
2 tgk¡ X mRiknu 

dh bdkbZ gS] rFkk fLFkj ykxr = 18,000 rks Kkr dhft, & 

(i) ykxr Qyu 

       2 330(i) [4800x 160x x 18000]+ − −  

(ii) YkkHk Qyu 
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       2 330(ii) [4800x 160x x 18000]+ − −  

(iii) vkxe Qyu 

30(iii) [6800x]  

(iv) vf/kdre ykHk ij mRiknu bdkbZ 

30 (iv)   [X = 120] 

(v) ykHk tgk¡ X = 120 gksA 

30(v) [Rs 1746000]=  

iz0 7  ;fn 2MC 6 10x 6x= + −  gS] rks dqy ykxr ,oa vkSlr ykxr Qyu Kkr 

dhft, tcfd izfr bdkbZ dqy ykxr Rs. 12 gS A 

 2 330.7 [TC 6x 5x 2x 3]= + − +  

          2 3
AC 6 5x 2x

x

 
= + − +  

 

iz0 8   ;fn dqy ykxr Qyu 2 3100 3x 4x 5x+ + +  rks lhekUr ykxr Qyu ,oa 

lekdyuu }kjk iqu% ykxr Qyu Kkr dhft,A 

 230.8 [MC 3 8x 15x ]= + +  
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izkjfEHkd lkaf[;dh & jk/kk ifCyds”kUl] ubZ fnYyhA 
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bdkbZ 7 vkO;wg 

7-1 izLrkouk  

7-2 mn~ns”; 

7-3 vkO;wg dk Øe  

7-4 vkO;wg dh mi;¨fXkrk 

7-5 vkO;wg dk mi;¨Xk 

7-6 lkjf.kd rFkk vkO;wg esa vUrj 

7-7 vkO;wg ds Ádkj 

7-8 vkO;wg chtXf.kr  

7-8-1 vkO;wg ä dh lekurk 

7-8-2 vkO;wg dk ;¨Xk rFkk vkO;wg dk ?kVkuk 

7-9   vfn'k xqq.ku 

7-10 vkO;wg xqq.ku   

7-11- ifjoÙkZ vkO;wg dh dqN fo'¨"krk,¡ v©j i laNsn 

7-11-1 laNsn 

7-12 vkO;wg dh d¨fV   

7-13 vkO;wg dk O;qRØe 

7-14  ,d ?kkrh; ;qxir lehdj.kksa ds gy esa vkO;wg dk iz;ksx 

7-14-1 ;qxir lehdj.kksa ds }kjk vkO;wg dk O;qRØe izkIr djuk 

7-15  vkO;wg izFkDdj.k  

7-16  lkjka'k   

7-17 'kCnkoYkh 

7-18 vH;kl iz”u 

7-19 lanHkZ xzzUFk 
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7-1 izLrkouk  

iwoZ bdkbZ esa ge lekdyuu ds vFkZ”kkL=  esa izeq[k vi;ksxksa dh O;k[;k dh , izLrqr 

bdkbZ ds varxZr ge  la[;kv¨a ds vk;rkdkj vadk;r  vFkok Øe foU;kl  vkO;wg  

izeq[k vi;ksxksa dh O;k[;k djsxsasaA ;g la[;k,¡ ;k r¨ okLrfod vFkok lfEeJ g¨ ldrh 

gSA bldk lkekU; #i fuEu gS - vkO;wg dk Lo#iA 

  
















mn

n

n

mm a

a

a

a

a

a

a

a

a

2

1

2

22

12

1

21

11

...

...

...

 

7-2 mn~ns”; 

bl bdkbZ ds v/;;uksaijkUr ikBd � 

vkO;wg& vkO;wg D;k gS\,d vkO;wg ds Lo#i, Øe , mi;¨fXrk, lkjf.kd rFkk vkO;wg esa 

vUrj , vkO;wg ds Ádkj, vkO;wg chtXkf.kr , vkO;wg¨a dh lekurk,  vkO;wg dk ;¨Xk 

rFkk vkO;wg dk ?kVkuk, vfn'k xq.ku, vkO;wg xq.ku,  ifjoÙkZ vkO;wg dh dqN fo'¨"krk,¡ 

v©j laNsn,  laNsn,  vkO;wg dh d¨fV, vkO;wg dk O;qRØe, ,d ?kkrh; ;qxir lehdj.kksa 

ds gy esa vkO;wg dk iz;ksx,  ;qxir lehdj.kksa ds }kjk vkO;wg dk O;qRØe izkIr 

djuk, vkO;wg izFkDdj.k , ij tkudkjh izkIr djsxsasa saA  

fo"k; dks le>kus ds fy, dqN mnkgj.k fn;s Xk;s gSa] tks vkO;wg ds vFkZ”kkL=  esa iz;ksx 

dks] le>usa esa lgk;d gksaXsaA vUr esa ikBdksa ls vuqjks/k gS fd vH;kl ds fy;s iz”u rFkk 

Loijh{k.k ds }kjk viuh {kerk dk vkdyu Lo;a djsaA 

7-3 vkO;wg dk Øe  

;g mxn Øe dk ,d vkO;wg gS tgk¡ m iafä v©j g LrEÒ ds fYk, Á;qä gSA fdlh 

vkO;wg dh iafä;¨a v©j LrEÒ ä dh la[;k d¨ vkO;wg dk Øe (order of Matrix) 

dgrs gSa rFkk bls mby n (mxn) i<+rs gSaA Øe foU;kl dh Òhrj fLFkr la[;kv¨a ;k 

muds Árhd ä d¨ vo;o dgrs gSaA lkekU; #i esa bUgsa lkjf.kd ä dh rjg aij ls fYk[krs 

gSaA tgk¡ �I� iafä v©j j LrEÒ ds fYk;s Á;qä fd;k tkrk gSA 

lkekU; vk/kkj ij 
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








− 2

5
   

1

3
  

7

2
  2X3 Øe dk vkO;wg gSA 

blh Ádkj ls 

















12

83

56

2X3 Øe dk vkO;wg gSA 

vkO;wg d¨ ge czsdsV ;k [  ] ;k *AA* ls ÁnÆ'kr djrs gSaA lkekU;r;k bls �[ ]� ls 

ÁnÆ'kr fd;k tkrk gSA vxzsath ds cM+s v{kj A, B, C bR;kfn vkO;wg ds fYk, Á;qä 

fd, tkrs gSaA  

7-4 vkO;wg dh mi;¨fXkrk 

vkO;wg Xkf.krh; fo'Yks"k.k esa cgqr mi;¨Xkh gS D;¨afd gesa vusd¨a ckj ,d vdsYkh la[;k 

ugha cfYd la[;kv¨a ds lewg   dh vko';drk iM+rh gS v©j bl lewg d¨ vkO;wg ds 

Øe esa O;ä fd;k tk ldrk gSA chtXf.kr v©j jSf[kd lehdj.k esa vkO;wg dk 

O;ofLFkr Á;¨Xk fuEu mnkgj.k ls Li"V g¨ ldrk gSA ;fn rhu lehdj.k fuEu #i ls 

fn;s Xk;s gSa& 

3332211

2332211

1332211

dncncnc

dnbnbxb

dnanana

=++

=++

=++

 

r¨ xqq.kkad¨a] pj ä v©j fLFkj jkf'k; ä ;k ÁkpYk¨a  d¨ rhu Øe foU;kl esa fuEu Ádkj 

fYk[k ldrs gSa& 

















=×

















=

3

2

1

321

321

321

x

x

x

Ccc

bbb

aaa

A  v©j 
















=

3

2

1

d

d

d

D  

v©j mi;qZä lehdj.k¨a dk #i vc bl Ádkj g¨XkkA 

A X = D 

7-5 vkO;wg dk mi;¨Xk 

vkO;wg ds }kjk gesa& 
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¼1½lehdj.k fYk[kus dh fof/k 

¼2½lehdj.k ls lEc) g¨dj gYk ds vfLrRo dh tk¡p rFkk irk YkXkus dh fof/k Ánku 

djrh gSA 

7-6 lkjf.kd rFkk vkO;wg esa vUrj 

lkjf.kd v©j vkO;wg dh /kkj.kk ,d nwljs ls tqM+h gS Yksfdu bu n¨u¨a esa vUrj bl 

Ádkj gSA 

lkj.kh & 1 

vkO;wg lkjf.kd 

• fofÒé la[;kv¨a ds iwjs lewg 

d¨ O;ä djrk gSA 

• ,d la[;kRed eku g¨rk gSA 

• vkO;wg esa iafä v©j LrEÒ¨a 

dh fÒé la[;k,¡ Òh g¨ 

ldrh gSaA 

• lkjf.kd lnSo m=n dh fLFkfr 

g¨rh gSA  

• fdlh vpj jkf'k ls vkO;wg 

esa xqq.kk djus ij mlds 

lkjs vo;o¨a esa xqq.kk g¨ 

tkrk gSA  

• fdlh vpj jkf'k ls lkjf.kd esa 

xqq.kk djus ij mlds fdlh ,d 

iafä vFkok LrEÒ ds vo;o¨a esa 

xqq.kk g¨rk gSA 

 

7-7 vkO;wg ds Ádkj1   

¼1½ 'kwU; vkO;wg ¼Null Matrix½ 

,d ,slh vkO;wg ftldk ÁR;sd vo;o 'kwU; g¨] 'kwU; vkO;wg dgYkkrh gSA bls [0] 

fYk[kk tkrk gS& 









=

0

0
  

0

0
  

0

0
0  2X3 Øe dh 'kwU; vkO;wg gSA 

                                                
1 ¼1½ 'kwU; vkO;wg ¼2½ oxZ dh vkO;wg ¼3½ bdkbZ vkO;wg ¼4½ fod.kZ vkO;wg ¼5½ vkfn'k vkO;wg ¼6½ f«kÒqth; vkO;wg ¼7½ 
lefer v©j fo"ke lefer vkO;wg ¼8½ ifjoÙkZ vkO;wg ¼9½ lfn'k vkO;wg ¼10½ vO;qØe.kh; vkO;wg 
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















=

0

0

0

  

0

0

0

  

0

0

0

0  3X3 Øe dh 'kwU; vkO;wg gSA 

¼2½ oxZ dh vkO;wg ¼Square Matrix½ 

ftl vkO;wg esa iafä;¨a v©j LrEÒ¨a dh la[;k cjkcj g¨ mls oxZ vkO;wg dgrs gSaA 

;fn m=n r¨ vkO;wg d¨ nXn Øe dh ;k n Øe dk oxZ vkO;wg dgrs gSaA 

nn

aaa

aaa

aaa

A

nnnn

n

n

×

















=

21

22221

11211

 Øe dh oxZ vkO;wg gSA 

bl vkO;wg esa a11, a22,�ann d¨ eq[; fod.kZ (Principal diagonal) ds vo;o 

dgrs gSaA 

22
54

32
×=








=A  dh oxZ vkO;wg gSA 

33

951

732

511

×=

















−

=A  Øe dh oxZ vkO;wg gSA 

¼3½ bdkbZ vkO;wg ¼Identity Matrix½ 

;fn fdlh oxZ vkO;wg esa eq[; fod.kZ ij I g¨ v©j vU; vo;o 'kwU; g¨ r¨ bl rjg 

ds vkO;wg d¨ bdkbZ vkO;wg dgrs gSaA bls �I� ds }kjk fpfºur fd;k tkrk gSA 

Øe d¨ crkus ds fYk, I2, I3 ;k In fYk[k nsrs gSa ftldk vFkZ Øe'k 2X2, 3X3 

v©j nXn Øe dh bdkbZ vkO;wg ls g¨rk gSA 



















=

















=







=

n

n

I

I

II

100

0100

0010

0001

100

010

001

    
10

01
32
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¼4½ fod.kZ vkO;wg ¼Diagonal Matrix½ 

,sls vkO;wg t¨ oxZ vkO;wg g¨ v©j ftlds eq[; fod.kZ ds vo;o ä d¨ N¨M+dj 'ks"k 

lÒh vo;o 'kwU; g¨ fod.kZ vkO;wg dgYkkrh gSA 

blds vUrXZr eq[; fod.kZ ij leku vo;o g¨uk vko';d ugha gSA  

















=

100

040

003

A  ,d 3X3 dh fod.kZ vkO;wg gS ftldk eq[; fod.kZ ij 3]4]1 

v©j vU; tXkg ij 'kwU; gSA 

22
60

02
xB 








=     dh fod.kZ vkO;wg gSA 

















=

100

040

003

B  Òh 3X3 dh ,d fod.kZ vkO;wg gSA 

fo'ks"k uke ¼vkfn'k vkO;wg½ fn;k tkrk gSA 

¼5½ vkfn'k vkO;wg ¼Scalar Matrix½  

,d ,slh oxZ vkO;wg ftlds eq[; fod.kZ ij leku vo;o g¨ v©j vU; tXkg 'kwU; 

g¨ r¨ bls vkfn'k vkO;wg dgrs gSaA bl Ádkj vfn'k vkO;wg] fod.kZ vkO;wg dh ,d 

fo'ks"k n'kk gSA 

















=

000

000

000

A  ,d 3X3 dk vfn'k vkO;wg gSA 

¼6½ f=Òqth; vkO;wg ¼Triangular Matrix½ 

f=Òqth; vkO;wg ,d ,slh oxZ vkO;wg gS ftlds eq[; fod.kZ ds Åij ;k uhps ds 

lÒh vo;o 'kwU; g¨ tSls&  

















=

800

750

213

|| A  
















=

972

053

001

B  
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A- eq[; fod.kZ ds uhps ds vo;o 'kwU; gSA bls *vij f=Òqth; vkO;wg* ¼Upper 

Triangular Matrix½ dgrs gSa  

B-eq[; fod.kZ ds Åij ds  vo;o  'kwU; gSA bls Yk¨vj f=Òqth; vkO;wg ¼Lower 

Triangular Matrix½ dgrs gSaA 

¼7½ lefer v©j fo"ke lefer vkO;wg ¼Symmetric and Skew Symmetric 

Matrix½ 

,slh oxZ vkO;wg d¨ lefer vkO;wg dgrs gSa ftlesa aij = aji ¼lÒh i v©j j ds fYk,½ 

,slh oxZ vkO;wg ftlds iafä;¨a v©j LrEÒ¨a d¨ vkil esa bl Ádkj cnYkk tk, fd& 

ÁFke iafä & ÁFke LrEÒ 

f}rh; iafä & f}rh; LrEÒ 

bl Ádkj u;h vkO;wg v©j iqjkuh vkO;wg cjkckj gh jgs r¨ ,slh vkO;wg d¨ lefer 

vkO;wg dgrs gSaA 

,sls vkO;wg esa eq[; fod.kZ ds n¨u ä rji  ds vo;o ,d nwljs ds leku g¨rs gSaA& 

mnkgj.kkFkZ& 

















−−

−

=

024

201

410

A  3x3 dh ,d fo"ke lefer vkO;wg gSA 

lefer vkO;wg dh n'kk esa vkO;wg dk ifjoÙkZ ¼Transposed½ ewYk vkO;wg ds cjkcj 

g¨rk gSA vFkkZr~ AT
 = A 

¼8½ ifjoÙkZ vkO;wg ¼Transposed Matrix½ 

;fn fdlh vkO;wg dh iafä;¨a v©j LrEÒ¨a d¨ vkil esa cnYk fn;k tk; r¨ ogh vkO;wg 

ewYk vkO;wg dh ifjoÙkZ vkO;wg dgYkkrh gSA ifjoÙkZ vkO;wg d¨ vkO;wg ds Åij ¼T½ ;k 

¼-½ YkXkkdj fn[kk;k tkrk gSA tSls& 

;fn vkO;wg 







=

2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
A  

bldk ifjoÙkZ vkO;wg AT ;k A1 
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















=

2

2

2

1

1

1

c

b

a

c

b

a

 

;g Li"V gS fd ;fn ewYk vkO;wg dk Øe mXn g¨Xk r¨ ifjoÙkZ vkO;wg dk Øe mXn 

g¨ tk;sXkA 









=

6

4

5

3

1

2
A  2X3 Øe dh vkO;wg gS] bldk ifjoÙkZ vkO;wg 

23  

6

5

1

4

3

2

×

















=TA  Øe dh vkO;wg gSA 

¼9½ lfn'k vkO;wg ¼Vector Matrix½ 

lfn'k vkO;wg gh ,d fo'ks"k n'kk gS ftlesa dsoYk ,d gh iafä g¨ mls iafä lfn'k 

¼Row vector½ vFkok iafä vkO;wg ¼Row Matrix½ dgrs gSaA tSls [a1, 

a2,�an] ;k [1,2,3] ;k [5,9,7] blds foijhr m x 1 Øe dh vkO;wg ftlesa 

dsoYk ,d gh LrEÒ g¨] LrEHk lfn'k ;k LrEÒ vkO;wg dgYkkrh gSA tSls& 

1

2

1

×
















mna

a

a

 ;k 

13
2

2

1

×
















 ;k 

12

7

5

×
















 

¼10½ vO;qØe.kh; vkO;wg ¼Singular Matrix½,slh oxZ vkO;wg ftlls lEc) lkjf.kd 

dk eku 'kwU; g¨ r¨ vO;qrØe.kh; vkO;wg dgYkkrh gSA geus iwoZ esa ns[kk Fkk ¼Table-

1½ fd lkjf.kd ,d oxZ vkO;wg dk ewY; gSA 

;fn vkO;wg A fuEu g¨& 

















=

531

972

531

A  r¨ bldk lkjf.kd 
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















=

531

972

531

|| A  

vr% vkO;wg vO;qrØe.kh; vkO;wg gSA ;fn fdlh vkO;wg ds laXkr lkjf.kd dk eku 

'kwU; u g¨ r¨ bls O;qRde.kh; ¼Non Singular Matrix½ dgrs gSaA  

7-8 vkO;wg chtXkf.kr  

vkO;wg chtXkf.kr ds vUrxZZr fuEu Áeq[k fcUnq vkrs gSa& 

¼1½ vkO;wg¨a dh lekurk 

¼2½ vkO;wg¨a dk ;¨Xk v©j vUrj 

¼3½ vkO;wg¨a dk xq.kk 

7-8-1 vkO;wg ä dh lekurk  

n¨ vkO;wg ,d leku dgs tk;saxsa ;fn os loZle ¼Identical½ g¨a vFkkZr~  

¼1½ n¨u ä vkO;wg¨a esa iafä;¨a v©j LrEÒ¨a dh la[;k leku g¨ vFkkZr n¨u ä dk Øe 

leku g¨A 

¼2½ n¨u¨a vkO;wg¨a dh iafä;¨a v©j LrEÒ¨a ds vo;o ,d gh g ä vFkkZr lÒh i v©j j 

ds eku ä ij aij=bij A blh ckr d¨ ge bl Ádkj dg ldrs gSa fd n¨u¨a ds 

vo;o¨a esa fLFkfrtU; lekurk g¨A 

;fn vkO;wg 

[ ]

[ ] 







=










−−

++
=

41

53

2

B

dcba

dcba
A

 

r¨ [A] v©j [B] cjkckj g¨aXks ;fn&] 

a+b=3 rFkk 2c+d=5 

a-b=1 rFkk c-d=4 

vr% a=2, b=1, c=3, d=-1 
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7-8-2  vkO;wg dk ;¨Xk rFkk vkO;wg dk ?kVkuk   

,d gh Øe ¼order½ dh n¨ vkO;wg A v©j B dk ;¨Xk ,d ,slh vkO;wg g¨rh gS 

ftlds vo;o vkO;wg A v©j B ds laXkr vo;o¨a d¨ ;¨X g¨rs gSaA mnkgj.kkFkZ& 









=








=

22

11

22

11
   

dc

dc
B

ba

ba
A  

r¨ 








++

++
=+

2222

1111

dbca

dbca
BA   

;fn 







=








=

0

2

3

1

5

4
    

4

5

1

2

1

3
BA  

r¨ 








+

+

+

+

+

+
=+

04

25
  

31

12
  

51

43
BA  

bl Ádkj ;fn A = [aij] v©j B=[bij] ,d gh Øe dh g¨a r¨ & 

A+B = [cij] tg‚ a cij=aij=bij 

;fn n¨u ä vkO;wg leku Øe dh ugÈ gSa r¨ n¨u ä dk ;¨Xk ifjÒkf"kr ugÈ g¨XkkA  

vkO;wg ä dk ?kVkuk 

ftl Ádkj ls ge n¨ vkO;wg¨a d¨ t¨M+rs gSa mlh Ádkj ls leku Øe dh n¨ 

vkO;wg¨a d¨ ?kVk;k Òh tkrk gSA 









=

2

1

2

1

b

b

a

a
A  rFkk 








=

2

1

2

1

d

d

c

c
B  

mnkgj.kkFkZ& 

r¨ 








−−

−−
=−

2222

1111

dbca

dbca
bA  okLro esa A-B=A+(-B) 

;fn 







=

9

6

4

5

5

4
A  rFkk 








=

1

5

1

3

7

1
B  

r¨ 








−

−

−

−

−

−
=−

119

56
   

14

35
   

77

14
BA  
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








−
=−

2

1
  

3

2
  

0

3
BA  

mnkgj.k& 

;fn 







=

64

31
A  rFkk 








=

57

12
B  

r¨ A+B rFkk A-B Kkr dhft,A 

gYk& 

;gka A rFkk B n¨u¨a leku Øe ¼2X2½ ds gSa vr% ;¨Xk rFkk ?kVkuk lEÒo gS] t¨ 

fuEu gS& 

¼1½ 







=









++

++
=








+








=+

1110

53

5673

1421

57

12

63

41
BA  

¼2½ 








−

−−
=









−−

−−
=








+








=−

14

31

5673

1421

57

12

63

41
BA  

mnkgj.k& 

;fn 







=

8

5
  

1

3
  

7

2
A  rFkk 








=

42

1-6
B  

r¨ A+B rFkk A-B dk eku Kkr dhft,A 

gYk& 

;gka ij A dk Øe 2X3 v©j B 2X2 gSA vFkkZr~ n¨u ä leku Øe ds ugÈ gSA 

blfYk, ;¨Xk djuk v©j ?kVkuk n¨u ä lEÒo ugÈ gSA  

mnkgj.k& 

;fn 







=

1

7
  

5

6
  

2

5
A   

   







=

4

5
  

2

1
  

2

3
B  

   







=

3

8
  

4

9
  

5

1
C  
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r¨ ;¨X dk lkgp;Z fu;e fl) dhft,& 

gYk& ;fn A,B v©j C ,d gh Øe ¼order½ dh rhu vkO;wg g¨a r¨& 

1- ¼A+B½+C = A + (B+C) vFkkZr~ vkO;wg ;¨Xk esa lkgp;Z fu;e Ykkxww g¨rk gSA 

mij¨ä mnkgj.k esa A, B rFkk C  ,d leku Øe ¼3X2½ dh vkO;wg gSa] vr% 

;¨X dk lkgp;Z ¼Association½ fu;e 

(A+B) + C = A (B+C) 

ÁFker;k& 

+







=+

1

7
  

5

6
  

2

5
BA 









4

5
  

2

1
  

2

3








=

15

12
  

7

7
  

4

8
-------------------  (1) 

L.H.S. ck;sa i{k dk ;¨Xk& 

+







=++

5

12
  

7

7
  

4

8
)( CBA 









3

8
  

4

9
  

5

1
-------------------------------------(2) 









=++

8

20
  

11

16
  

9

9
)( CBA -----------------------------------------------(3) 

R.H.S. nka;sa i{k dk ;¨Xk 

+







=++

1

7
  

5

6
  

2

5
)( CBA 









4

5
  

2

1
  

2

3








+

3

8
  

4

9
  

5

1
---------------------------(4) 

+







=++

1

7
  

5

6
  

2

5
)( CBA 









7

13
  

6

10
  

7

4
-------------------------------------(5) 









=++

8

20
  

11

16
  

9

9
)( CBA ------------------------------------------------(6)

Li"V gS L.H.S. = R.H.S. leh- ¼3½ o ¼6½ 

vr% fl) (A+B)+C=A+(B+C) 

mnkgj.k& 

;fn 







=

5

3
  

4

7
  

1

5
x  rFkk 








=

9

2
  

5

3
  

1

4
y  g¨ r¨ ¼½ dk eku Kkr dhft,A 
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tgka n+y-X=0, 0 'kwU; vkO;wg gSA 

gYk& 

eku Y¨rs gSa& 









=

22

1

2

1

c

c
  

b

b
  

a

a 1

z  

L.H.S. cka;k i{k & 









=+

5

3
  

4

7
  

1

5
yx 








+

9

2
  

5

3
  

1

4
 

rFkk −







=−+

14

5
  

19

10
  

2

9
zyx 









22

1

2

1

c

c
  

b

b
  

a

a 1

 









=

2

1

2

1

2

1

c-14

c-5
  

b-19

b-10
  

a-2

a-9
 

pw¡fd L.H.S. = R.H.S. 

vr% 







=

2

1

2

1

2

1

c-14

c-5
  

b-19

b-10
  

a-2

a-9
= 









0

0
  

0

0
  

0

0
 

ge tkurs gSa fd n¨ vkO;wg¨a dh lekurk ds fYk, vo;o¨a dk leku g¨uk Òh 

vko';d gS vr%& 

q9-a1=0 vFkkZr a1=9 

10-b1=0 vFkkZr b1=10 

5-c1=0 vFkkZr c1=5 

2-q2=0 vFkkZr a2=9 

9-b2=0 vFkkZr b2=9 

14-c2=0 vFkkZr c2=14 

vr% 









=

14

5
  

19

10
  

2

9
z  
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7-9 vfn'k xqq.ku   

fdlh vfn'k K v©j vkO;wg A dk xqq.kuQYk KA ;k AK ,d ,slh vkO;wg gS 

ftldk ÁR;sd vo;o vkO;wg A ds vo;o dk K xqquk g¨XkkA 

K 








22

1

2

1

c

c
  

b

b
  

a

a 1









=

22

1

2

1

Kc

Kc
  

Kb

Kb
  

Ka

Ka 1

 

Li"V gS fd fdlh vkO;wg esa vpj jkf'k ls xqqq.kk djus ij mlds ÁR;sd vo;o esa 

ml vpj jkf'k dk xqqq.kk YkXk tkrk gSA 

;fn A rFkk B leku Øe dh g¨a rFkk K1 v©j K2 n¨ vpj jkf'k;ka g¨a r¨& 

1- K1K2(A) = K1(K2A) 

2- K1(A+B)=K1a+K1B 

3- (K1+K2)A=K1A+K2A 

4- I.A = A.I = A 

mnkgj.k& ;fn 







=

3

7
  

2

6
  

1

4
A  

r¨ 2A rFkk 4A dk eku Kkr dhft,& 

;gka 2A esa 2 vpj jkf'k gS vr%& 










×

×

×

×

×

×
=

32

72
  

22

62
  

12

42
2A 








=

6

14
  

4

12
  

2

8
 

blh Ádkj 4A esa 4 vpj jkf'k gS vr% 










×

×

×

×

×

×
=

34

74
  

24

64
  

14

44
4A  








=

12

28
  

8

24
  

4

16
 

¼2½ ;fn 
















=

987

654

321

A  rFkk 
















=

154

321

765

B  g¨ r¨ 

¼I½ 2A+ 3B rFkk (II) 5A � 2B Kkr dhft, 

¼1½ 1A+3B esa 2]3 vpj jkf'k;ka gSa& 
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gYk&2
















×××

×××

×××

=

928272

625242

322212

2A

















=

181614

12108

642

 

















×××

×××

×××

=

135343

332313

736353

3B

















=

31512

963

211815

 

+A2 =B3

















213126

211611

272217

 

¼2½ blh Ádkj 5A+2B dk eku fudkYkrs gq,& 

















×××

×××

×××

=

958575

655545

352515

5A

















=

454035

302520

15105

 

















×××

×××

×××

=

125242

322212

726252

2B

















=

2108

642

141210

 

−A5 =B2















 −−

433027

242118

125

 

7-10 vkO;wg xqq.ku   

n¨ vkO;wg A v©j B dk Xkq.kuQYk rÒh vfLrRoeku g¨Xk tc vkO;wg A esa LrEÒ ä 

dh la[;k vkO;wg B esa iafä;¨a dh la[;k ds cjkcj g¨A 

;fn A dk Øe �mXn� g¨ rFkk B dk Øe �pXr� g¨ r¨ AB rÒh vuqdwYk 

g¨Xkk tc N=P ds g¨A 

;fn& 







=

22

1

2

1

c

c
  

b

b
  

a

a 1

A   =B

















=

33

22

11

nm

nm

nm
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r¨ AB ÁkIr djus ds fYk;s A dh iafä ¼ Row½ ds vo;o¨a d¨ B ds LrEÒ 

¼Column½ ds vo;o¨a ls fuEu Ádkj ls xqqq.kk fd;k tk ldrk gSA 

;gka A dk Øe 2X3 rFkk B dk Øe 3X2 gS tgka A ds LrEÒ ä dh la[;k B 

dh iafä;¨a dh la[;k ds cjkcj gSA vc A dh iafä ds vo;o¨a v©j B ds LrEÒ ds 

vo;o¨a esa ØekXkr Xkq.kk djds t¨M+rs gSaA 










++

++

++

++
=

c2.n3b2.n2a2.n1

c1.n3b1.n2a1n1
    

c2.m2b2.m2a2.m1

c1.m3b1.m2a1.m1
AB  

bl Ádkj ;g Li"V gS fd ;fn A dk Øe mXn rFkk B dk Øe nXr g¨ r¨ 

AB dk Øe mXr g¨XkkA 

la[;kRed mnkgj.k Y¨dj ge xq.kk d¨ vklkuh ls le> ldrs gSaA 









=

2

1
  

5

3
  

4

2
A 2×3    

















=

25

43

21

B 3×2 

Li"V gS fd �A' esa LrEÒ¨a dh la[;k B esa iafä;¨a dh la[;k ds cjkcj gS vr% AB 

ÁkIr djuk lEÒo gSA 










++

++

++

++
=

4208

2124
    

10154

592
AB  









=

32

18
    

29

16
AB 2×2 

bl Ádkj AB dk Øe 2X2 gSA 

mnkgj.k& ;fn [ ]1234=A 1×4 B=

4

3

2

1

 4×1 B ;gka AB lEÒo gS 

D;¨afd A esa LrEÒ¨a dh la[;k ¼4½ B esa iafä;¨a dh la[;k ¼4½ ds cjkcj gSA ;gka 

AB dk Øe 1X1 dk g¨Xk vFkkZr~ dsoYk ,d vo;o ÁkIr g¨Xkk 

[ ]44332211 ×+×+×+×=AB [ ] 1130 XAB =  
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bl Ádkj vkO;wg xq.ku esa fuEu fcUnq /;ku j[kus pkfg,A 

¼1½ loZÁFke gesa ;g irk YkXkuk pkfg, fd A v©j B dk xq.kk lEÒo gS vFkok 

ugÈ& blds fYk, A esa LrEÒ ä ¼Column½ dh la[;k B esa iafä;¨a ¼rows) dh 

la[;k cjkcj g¨uh pkfg,A 

¼2½ ;fn AB ÁkIr djuk lEÒo g¨ r¨ A dh iafä ¼row½ ds vo;o¨a  

¼elements½ dk B ds LrEÒ ¼columns½ ds vo;o¨a ls ØekXkr xq.kk djds t¨M+rs 

gSa t¨ bl Ádkj gS& 

A dh ÁFke iafä ¼row½ d¨ B ds ÁFke LrEÒ ¼column½ ls xqqq.kk djds t¨M+ nsrs 

gSa r¨ AB dk ÁFke vo;o ÁkIr g¨rk gSA 

blh Ádkj A dh nwljh iafä d¨ B ds lÒh LrEÒ¨a esa xq.kk djrs gSa v©j ,sls gh 

vkXks c<+rs gSaA 

lkekU; chtXf.kr esa 2X3 dk ogh vFkZ gS t¨ 3X2 dk gS bl Ádkj ny=ynA 

ijUrq vkO;wg chtXkf.kr esa fLFkfr blls fÒé g¨rh gSA ;fn AB ifjÒkf"kr gS r¨ 

bldk ;g vFkZ ugÈ fudYkrk gS fd BA Òh ifjÒkf"kr g¨XhA ;fn ge ;g eku Òh 

Y¨a AB v©j BA n¨u¨a ifjÒkf"kr gSa r¨ Òh ;g vko';d ugÈ fd AB=BA g¨XkkA 

mnkgj.k& ;fn 









=

2

1
  

5

3
  

4

2
A 2X3 rFkk 

















=

25

43

21

B 3X2 

tgka AB ifjÒkf"kr gS A2×3 , B3×2  →  AB2×2    

rFkk BA ifjÒkf"kr gS B3×2 , A2×3 , → BA3×3    

tgka AB≠BA 









=

32

18
    

29

16
AB ¼½ rFkk BA= 

















72518

112922

51310

 

tgka AB≠BA 
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mnkgj.k& 

;fn A














 −

=

100

210

321

A  rFkk 
















−

−

=

100

210

721

B   

r¨ AB v©j BA n¨u ä ifjÒkf"kr gSa rFkk AB=BA gSA 

















==

100

010

001

BAAB  

;fn AB=0 ¼'kwU; vkO;wg½ gSa r¨ blls ;g rkRi;Z ugÈ fudkYkk tk ldrk fd ;k 

r¨ A=0 vFkok B=0 gSA fuEu mnkgj.k ls Li"V gS& 

;fn 







=

1

1-
    

1-

1
A  rFkk 








=

1

1
    

1

1
B  

r¨ 0
0

0
    

0

0
=








=AB  

;gka AB esa A d¨ iwoZ xq.kd ¼Pre-multiplier½ rFkk B d¨ mÙkj xq.kd¼Post 

multiplier½ dgrs gSaA blh Ádkj AB vkO;wg d¨ A vkO;wg dk B vkO;wg ls 

mÙkj xq.ku ¼ Post Multiplying Matrix A by Matrix B½ vFkok vkO;wg B 

dk vkO;wg A ls iwoZ xq.ku ¼Premultiplying Matrix B by A½ dgrs gSaA 

vkO;wg xq.ku ds fu;e& 

¼1½ lkgp;Z fu;e Ykkxw g¨rk gS ;fn AB v©j C dk xq.kk lEÒo g¨ r¨ 

(AB)C=A(BC) gSA 

¼2½ caVu dk fu;e ¼ Distributive law½ Ykkxw g¨rk gSA ;fn AB, AC rFkk 

B+C dk vfLrRo g¨& A(B+C)=AB+AC 

¼3½ fdlh vpj jkf'k ds lkFk K(AB) = (KA) B = A(KB) lR; fl) g¨rk gSA 

¼4½ vkO;wg xq.ku ds laca/k esa Øe fofu;e ¼Cummulative½ fu;e Ykkxww ugÈ g¨rk 

D;¨afd lk/kkj.kr;k AB=BA bu fu;e¨a d¨ ge fuEu mnkgj.k ä }kjk Li"V djsxsasA  
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mnkgj.k& 

;fn 







=

4

3
    

1

2
A  rFkk 








=

2

4
    

3

5
B  








=

1-

1
    

0

1
C  

r¨ fl) dhft, fd A(B+C)=AB+AC  

gYk 

+







=+

2

4
    

3

5
CB 









1-

1
    

0

1








=

1

5
    

3

6
 









=+

4

3
    

1

2
)( CBA × 









1

5
    

3

6
 










×+×

×+×

×+×

×+×
=+

1451

1352
    

3461

3362
)( CBA  









=+

9

13
    

18

21
)( CBA ----------------------------------(1) 

blh Ádkj 









=

4

3
    

1

2
AB × 









2

4
    

3

5
 










×+×

×+×

×+×

×+×
=

2441

2342
    

3451

3352
AB  









=

12

14
    

17

19
AB  

rFkk 









=

4

3
    

1

2
AC × 









1-

1
    

0

1
 










−×+×

−×+×

×+×

×+×
=

)1(411

)1(312
    

0411

0312
AC  

AC=   








3-

1-
    

1

2
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vc 









=+

12

14
    

17

19
ACAB + 









3-

1-
    

1

2
 









=+

9

13
    

18

21
ACAB ---------------------------------(2) 

leh- ¼1½ rFkk ¼2½ ls 

A(B+C)= AB+AC 

mnkgj.k& ;fn  
















=

211

514

231

A rFkk 
















=

100

010

001

I  r¨ fl) dhft, fd& 

(a) A.I=I.A=A 

(b)=I=I
2
=I

3

gYk 

¼a½ ;gka A v©j I n¨u¨a ¼3×3½ dh oxZ vkO;wg gS vr% AI v©j IA n¨u¨a ifjÒkf"kr 

gSaA 

















=

211

514

231

AI ×

















100

010

001

 

  
















×+×+××+×+××+×+×

×+×+××+×+××+×+×

×+×+××+×+××+×+×

=

120101021101020111

320104051104050114

120301021301020311

 

      =
















211

514

231

=A 

vr% AI=A   --------------(i) 
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vc IA=

















100

010

001

×

















211

514

231

















×+×+××+×+××+×+×

×+×+××+×+××+×+×

×+×+××+×+××+×+×

=

215020111030114010

205120101130104110

205021101031104011

 

















=

211

514

231

IA =A---------------------------(i) 

lehdj.k ¼i½ rFkk ¼ii½ ls 

A.I=I.A=A 

¼b½ fdlh oxZ vkO;wg esa A2
=A.A blh vk/kkj ij  I2

=I.I 

















=

100

010

001

.II ×

















100

010

001

 

















×+×+××+×+××+×+×

×+×+××+×+××+×+×

×+×+××+×+××+×+×

=

110000011000010010

100100001100000110

100001001001000011

 

















=

100

010

001

I  

vr% I2
=I   

vc I3
=I

2
.I 

















100

010

001

×

















100

010

001

I=

















=

100

010

001

 

;k I3
= I  

leh ¼i½ rFkk¼ii½ ls 
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I
3
=I

2
=I  

u¨V& ;fn vkO;wg oxZ vkO;wg ugÈ gS r¨ A
2,
A

3
, B

2
,B

3 dk eku Kkr ugÈ fd;k 

tk ldrkA 

7-11- ifjoÙkZ vkO;wg dh dqN fo'¨"krk,¡ v©j laNsn  

geus ns[kk fd ;fn fdlh vkO;wg A dh iafä;¨a d¨ v©j LrEÒ¨a d¨ iafä;¨a esa cnYk 

fn;k tk, r¨ u;h vkO;wg A dh ifjoÙkZ vkO;wg dgYkkrh gS v©j bls A ls fpfg~ur 

djrs gSaA ifjoÙkZ vkO;wg dh dqN egRoiw.kZ fo'¨'krk,¡ g¨rh gSa t¨ fuEu gSa& 

¼1½ (A+B)
T
= A

T
+B

T 

¼2½ (kA)
T
= kA

T  tgka k ,d vkfn'k jkf'k gSA 

¼3½ (AT
)

T
= A   

¼4½ (AB)
T
= B

T
.A

T 

¼5½ (A, A2,......Ak)
T
 = Ak

T
 ��A2

T 

7-11-1 laNsn  

fdlh oxZ vkO;wg A ds eq[; fod.kZ ds vo;o¨a ds ;¨X d¨ vkO;wg dk laNsn dgrs 

gSa v©j tr¼A½ ls fYk[krs gSaA laNsn ds laca/k esa fuEu n¨ ckrsa /;ku nsus ;¨X; gSa& 

¼1½ n¨ vkO;wg¨a ds ;¨Xk dk laNsn ÁR;sd vkO;w gds laNsn dk ;¨Xk g¨rk gS vFkkZr~ & 

   tr(A+B)= tr(A)+tr(B) 

¼2½ ;fn (A½ v©j (B) bl Ádkj dh n¨ vkO;wg gS ftuds fYk, AB v©j BA 

n¨u ä ifjÒkf"kr gS r¨ AB  dk laNsn ogh g¨Xk t¨ BA dk laNsn gS vFkkZr~  

tr(AB)= tr(BA) if and only if AB and BA exist. 

;fn vkO;wg 
















=

751

312

453

A  tr(A) = 3+1+7=11 
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7-12 vkO;wg dh d¨fV   

vkO;wg dh d¨fV vkO;wg esa js[kh;&Lora= iafä;¨a vFkok LrEÒ¨a dh vf/kdre la[;k g¨rh 

gS ;k fdlh vkO;wg ¼A½ dh d¨fV ml vkO;wg ls cuh lkjf.kd ds lcls cM+s ¼largest½ 

XSj 'kwU; ¼non-zero½ vilkjf.kd ds Øe ds cjkcj g¨rh gSA 

7-12-1 vkO;wg dh d¨fV Kkr djus dh fof/k& 

¼1½ ;fn vkO;wg oxZ vkO;wg oxZ vkO;wg gS r¨ mldk lkjf.kd&eku Kkr djrs gSa] 

;fn ;g eku 'kwU; ugÈ gS r¨ vkO;wg dh d¨fV ml lkjf.kd ds Øe ds cjkcj g¨Xkh   

   vkO;wg dh d¨fV Kkr djus ds fYk, bls lkjf.kd cuk dj eku Kkr djrs gSaA 

¼2½ ;fn oxZ vkO;wg esa cuh lkjf.kd dk eku 'kwU; g¨ r¨ ge 1 de Øe dh 

vilkjf.kd ns[krs gSaA bu vilkjf.kd ä esa ;fn ,d Òh 'kwU; u gqbZ r¨ bl 

milkjf.kd dk Øe gh vkO;wg dh d¨fV g¨XhA ;fn ;s lÒh milkjf.kd 'kwU; gqbZ 

r¨ ,d Øe de djds iqu% vilkjf.kd dk eku Kkr fd;k tkrk gSA 

7-13 vkO;wg dk O;qRØe  

vkO;wg chtXf.kr] lk/kkj.k chtXkf.kr ls fÒé g¨rk gS blesa fuEu ckrksaa dk /;ku 

j[kuk pkfg,& 

¼1½ vkO;wg oxZ vkO;wg g¨A 

¼2½ vkO;wg O;qRØe.kh; oxZ vkO;wg g¨A  

;fn fdlh oxZ vkO;wg A ds lkFk d¨bZ nwljh vkO;wg dk laca/k bl Ádkj g¨ fd 

AB=BA=I tgka I bdkbZ vkO;wg gSA 

r¨ vkO;wg A d¨ O;qRØe.kh; vkO;wg rFkk B d¨ A dk O;qRØe ;k ÁfrYk¨e dgrs 

gSa v©j B=A
-1 fYk[krs gSa tSlk fd Li"V gS  

A.A
-1

=A
-1

=I 

;fn A v©j B,  Øe dh bl Ádkj dh oxZ vkO;wg g¨ fd AB=In=BA r¨ A 

v©j B ,d nwljs fd xq.kkRed O;qRØe (multiplicative inverse) gSA 

7-13-1 O;qRØe vkO;wg ds laca/k esa fuEu ifj.kke lR; fl) g¨rs gSa& 
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(1) A.A
-1

=A
-1

A=I                                    (4) A
-n 

= (A
-1

)
n 

(2) (A
-1

)
-1

=A                                            (5) (adjA)
-1

=adj(A
-1

)

(3) (AB)
-1

= B
-1

A
-1                                                       

7-13-2 vkO;wg Kkr djus dh fof/k;ka  

eq[; #i ls vkO;wg dk O;qRØe n¨ Ádkj ls Kkr fd;k tkrk gS& 

¼1½ vkO;wg dh lkjf.kd rFkk lg[k.Mu  }kjk 

¼2½ ewYk fØ;kv¨a }kjk 

bu n¨u¨a fof/k;¨a esa igYkh fof/k gh ljYk ,oa ÁpfYkr gSA 

7-14   ,d ?kkrh; ;qxir lehdj.kksa ds gy esa vkO;wg dk iz;ksx   

;fn fuEu lehdj.k dks vkO;wg ds iz;ksx ls gy fd;k tk, rks &  

11 1 12 2 1a x a x b+ =  

21 1 22 2 2a x a x b+ =  

bls vkO;wg :i esa fuEu izdkj ls fy[k ldrs gSaA 

 
11 12 1 1

21 22 2 2

(A) (X) (B)

a a x b

a a x b

     
=     

     

 

bls lkekU; :i esa  AX = B  fy[k ldrs gSa 

 11 12

21 22

a a
A

a a

 
=  
 

  xqq.kkadksa dh vkO;wg gSA 

 1

2

x
X

x

 
=  
 

  pjksa dk lkfn”k gSA 

 1

2

b
B

b

 
=  
 

  LrEHk lfn”k (vector) gSA 

;fn  A 0≠  rks bldk O;qRØe bl izdkj izkIr fd;k tk ldrk gSA 

D;ksafd   1A A I− = . 

lehdj.k    A X B=   ls 
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nksuksa rjQ A-1 ls Xqq.kk djus ij 

 1 1(A A) X A B− −=  

 1IX A B−=  

 1X A B−=  

iznÙk lehdj.k dk gy gS 

mnkgj.k & ldhdj.kksa      

 x y z 6+ + =  

 x y z 2− + =  

 2x y z 1+ − =  

dks gy dhft, A 

gy  & 

 x y z 6+ + =  

 x y z 2− + =  

 2x y z 1+ − =  

 

1 1 1

A 1 1 1

2 1 1

 
 = −
 

−  

,   

1 1 1

| A | 1 1 1

2 1 1

 
 = −
 

−  

 

      2 2 1

3 3 1

1 0 0
C C C

1 2 0
C C C

2 1 3

 
→ − = −

  → −
− −  

 

izFke iafDr ds vuq:i foLrkj djus ij 

 6 0 6= − =  

lg[k.Mksa ds laca/k esa 

 11

1 1
C 0,

1 1

− 
= = − 

  12

1 1
C 3,

2 1

 
= = − 

    13

1 1
C 3,

2 1

− 
= = 
 
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 21

1 1
C 2,

1 1

 
= − = − 

   22

1 1
C 3,

2 1

 
= = − − 

  23

1 1
C 1,

2 1

 
= − = 

 
 

 31

1 1
C 2,

1 1

 
= = − 

    32

1 1
C 0,

1 1

 
= − = 

 
    33

1 1
C 2

1 1

 
= = − − 

 

lg[k.Mksa ls cuh vkO;wg 

 

0 3 3

C 2 3 1

2 0 2

 
 = −
 

−  

       T

0 2 2

adj A C 3 3 0

3 1 2

 
 = = −
 

−  

 

 1

0 2 2
adjA 1

A 3 3 0
| A | 6

3 1 2

−

 
 = = −
 

−  

 

vkO;wg ds iz;ksx }kjk lehdj.kksa esa vKkr jkf’k;ksa dk gy bl izdkj gksrk gS & 

 1X A B−=   tgk¡  

x 6

X y B 2

x 1

   
   = =
   
      

 

 

x 0 2 2 6
1

y 3 3 0 2
6

z 3 1 2 1

     
     = −
     

−          

 

 

x 6 1
1

y 12 2
6

z 18 3

     
     = =
     
          

 

 x 1, y 2, z 3= = = . 

7-14-1  ;qxir lehdj.kksa ds }kjk vkO;wg dk O;qRØe izkIr djuk 

vkO;wg ds O;qRØe izkIr djus dh fof/k;k¡ iwoZ esa crkbZ tk pqdh gSaA 

;gk¡ ge ;qxir lehdj.kksa }kjk fdlh vkO;wg ds O;qRØe izkIr djus ij ppkZ djsxsaA 

mnkgj.k & 1 22x 3x 13+ =  

  1 22x 4x 8− + =  
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;fn ge X1 X2 ls cus xqq.kkadksa dh vkO;wg dk O;qRØe izkIr djuk gS rks ge igys x1  

vkSj x2 dk eku Kkr djsxsa tks fuEu izdkj gS & 

lkjf.kdksa dk iz;ksx gq, vKkr jkf”k;ksa ds eku Kkr djus ¼ØSej dk fu;e½ dh fof/k ls 

lqifjfpr gSaA 

 1 2x x 1

13 3 2 13 2 3

8 4 2 8 2 4

= =

− −

 

 1x 1

28 14
=   ;k   1x 3=  

blh izdkj  2x 1

42 14
=   ;k   2x 3=  

ge ;g Hkh tkurs gSa fd  AX B=  ;k  1x A B−=  

 
2 4 3 131

3 2 2 814

−   
=    

   
 

   

4 3

1314 14

2 2 8

14 14

 
−   

=    
  

  

 

 1

4 3

14 14
A

2 2

14 14

−

 
− 

=  
 
  

 

7-15  vkO;wg izFkDdj.k   

 vkO;wg dk foHkktu LrEHkksa rFkk iafDr;ksa ds lekukUrj js[kk [khapdj fd;k tkrk gS 

mnkgj.k & 

 
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

A a a a a

a a a a

 
 =
 
  

   dks foHkkftr djrs gq, 
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13 1411 12

23 2421 22

31 32 33 34

a aa a

a aa a

a a a a

 
 
 
 − − − − − − − − − −
 
 
 
 

  blesa 

[ ]11 12

11 21 31 32 1 2
21 22 2 2

a a
A A a a

a a ×

×

 
= = 
 

 

[ ]13 14

12 22 33 34 1 2
23 24 2 2

a a
A A a a

a a ×

×

 
= = 
 

 

vc vkO;wg A dks fuEu izdkj ls fy[k ldrs gSa & 

 11 12

21 22

A A
A

A A

 
=  
 

 

bls fuEu izdkj ls Hkh i`FkDdj.k fd;k tk ldrk gSA 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 

   

7-16  lkjka'k   

� vkO;wg& la[;kv¨a ds vk;rkdkj vadk;r vFkok ¼Matrix½ Øe foU;kl d¨ 

vkO;wg  dgrs gSaA 

� vkO;wg dk Øe ¼order of Matrix½& vkO;wg dh iafä ¼m½ rFkk LrEÒ ¼n½ 

dh la[;kv¨a d¨ vkO;wg dk Øe dgrs gSa] bls ¼m X n½ i<+rs gSaA vkO;wg 

d¨ ge [k] }kjk fYk[krs gSa tSls nn

aaa

aaa

aaa

A

nnnn

n

n

×

















=

21

22221

11211

 Øe dh oxZ 

vkO;wg gSA vkO;wg dk Á;¨Xk ge lehdj.k fYk[kus dh fof/k rFkk lehdj.k 
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ls laca/k g¨dj gYk ds vfLrRo dh tkaap dk irk YkXkus dh fof/k ds fYk, 

djrs gSaA 

� vkO;wg la[;kv¨a ds iwjs lewg d¨ O;ä djrk gS] blesa iafä;¨a rFkk LrEÒ ä 

dh la[;k fÒé g¨ ldrh gS] fdlh vpj jkf'k ls vkO;wg esa xqqq.kk djus ij 

mlds lkjs vo;o¨a esa xqqq.kk g¨ tkrk gsA 

� vkO;wg ds Ádkj & ns[¨a lsDlu 7-7 

� n¨ vkO;wg loZle dgs tk;saxs ;fn ¼1½ muds LrEÒ¨a rFkk iafä;¨a dh la[;k 

leku g¨ ¼2½ n¨u¨a vkO;wg¨a dh iafä;¨a v©j LrEÒ ä ds vo;o ,d gh g ä] 

vFkkZr~ lÒh ¼i½ v©j ¼j½ ds eku¨a ij ¼aij=bij½ 

� n¨ vkO;wg¨a dk ;¨Xk lÒh ifjÒkf"kr g¨Xkk] tc os leku Øe dh g¨A ;gh 

fu;e vkO;wg¨a ds ?kVkus ij Ykkxw g¨rk gSA 

� vkfn'k xqq.ku esa ¼k½ vfn'k dk ¼A½ vkO;wg ds ÁR;sd vo;o dk ¼k½ xquk 

g¨XkkA 

� vkO;wg Xq.ku esa ¼AB½ dk Xq.ku rÒh vfLrRoeku g¨Xkk tc vkO;wg ¼A½ esa 

LrEÒ¨a ¼n½ dh la[;k vkO;wg ¼B½ esa iafä;¨a ¼m½ dh la[;k ds cjkcj g¨A  

� ifjorZ vkO;wg dh fo'¨"krk,¡ rFkk laNsn 7-11-1] 7-11-2 

� vkO;wg dh d¨fV esa vkO;wg esa js[kh;&Lora«k iafä;¨a vFkok LrEÒ¨a dh 

vf/kdre la[;k g¨rh gSA 

� vkO;wg dk O;qRØe Kkr djus ds fYk, vkO;wg dk oxZ vkO;wg g¨uk vko';d 

gS] rFkk vkO;wg O;qRØe.kh; oxZ vkO;wg g¨uk vko';d g¨A 

� O;qRØe vkO;wg ds ifj.kke& ns[¨a 7-13-1 

� O;qRØe vkO;wg Kkr djus dh fof/k;‚a gSa& lkjf.kd  rFkk lg[k.Mt] Xkl 

fof/k A 

� YkkfEcd vkO;wg& ,d oxZ vkO;wg A YkkfEcd vkO;wg dgh tkrh gSA ;fn 

¼A.AT
=I½ tgka ¼I½ bdkbZ vkO;wg v©j ¼AT½ ifjoÙkZ vkO;wg gSA 
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� leoxZ vkO;wg ;fn d¨bZ oxZ vkO;wg ¼A½ ,slh gS fd ¼A2
=A½ rc ¼A½ d¨ 

leoxZ vkO;wg dgrs gSaA  

7-17 'kCnkoYkh 

¼1½ ifjÒkf"kr - defined  

¼2½ Øe - order 

¼3½ fpfUgr - denoted 

¼4½ vo;o - elements 

¼5½ fod.kZ - diagonal 

¼6½ lfn'k �vector  

¼7½ O;qRØe.kh; - non-singular 

¼8½ vO;qRØe.kh; - singular 

¼9½ vfLrRoeku & lEÒo 

¼10½ iwoZ xqq.ku � pre-multiplying 

¼11½ mÙkj xq.ku � post-multiplying 

¼12½ ifjoÙkZ vkO;wg- transposed Matrix 

7-18 vH;kl iz”u 

Part-1   

 A oLrqfu"B iz'u % 

1- vkO;wg okLro esa ------------------------------- dk ,d lewg gSA 

 ¼i½ vo;oksa ¼ii½ lg[k.Mksa ¼iii½ lans'kksa ¼iv½ vilkjf.kdksa 

2- ftl vkO;wg esa iafDr;ksa vkSj LrEHkksa dh la[;k cjkcj gks mls D;k dgrs gSa\ 

 ¼i½ bdkbZ vkO;wg¼ii½ oxZ vkO;wg ¼iii½ lfn'k vkO;wg ¼iv½lefer vkO;wg 

3- fdl vkO;wg ds eq[; fod.kZ ds Åij ;k uhps ds lHkh vo;o 'kwU; gksrs gSa\ 

 ¼i½fod.kZ vkO;wg ¼ii½lfn'k vkO;wg ¼iii½f=Hkqth; vkO;wg ¼iv½'kwU; vkO;wg 
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4- ;fn fdlh vkO;wg dh iafDr;ksa vkSj LrEHkksa dks vkil esa cny fn;k tk; rks u;h 

vkO;wg ewy dh ------------------ vkO;wg dgykrh gSA 

 ¼ i½ ifjoÙkZ ¼ii½lefer ¼iii½ vO;qrØe.kh; ¼iv½lfn'k 

5-vkO;wg Xkq.ku ds lEcU/k esa fuEu esa ls dkSu lk fu;e ykXkw ugh gksrk\ 

¼i½ lkgp;Z  ¼ ii½ Øe fofue; fu;e ¼ iii½ caVu dk fu;e ¼iv½lHkh 

mÙkj % 1- ¼ iii½] 2- ¼ ii½] 3- ¼ iii½] 4- ¼ ii½] 5- ¼ ii½ 

B lgh ¼T½ vFkok Xkyr ¼F½ fpfUgr djsa& 

1- nks vkO;wgksa A rFkk B dk ;ksx rHkh rFkk dsoy rHkh gks ldrk gS] ;fn mudh 

dksfV] iafDr;k¡ rFkk LrEHk rhuksa gh ,d nwljs ds cjkcj gksA 

2- ;fn fdlh oxZ vkO;wg esa eq[; 'kwU; gksa rFkk vU; vo;o bdkbZ gks rks bl rjg ls 

vkO;wg dks bdkbZ vkO;wg dgrs gSA 

3- vkO;wg dh dksfV] iafDr;ksa dh vFkok LrEHkksa dh la[;k] tks Hkh de gks] ls vf/kd 

ugha gks ldrhA 

4- nks vkO;wgksa A vkSj B dk xq.kuQy rHkh vfLrRoeku gksXk rc vkO;wg A esa iafDr;ksa 

dh la[;k B esa LrEHkksa dh la[;k ds cjkcj gksA 

5- lefer vkO;wg dh n'kk esa vkO;wg dk ifjoÙkZ ewy vkO;wg ds cjkcj gksrk gSA 

6- ,d ,slh oxZ vkO;wg ftlds eq[; fod.kZ ij leku vo;o gks vkSj vU; tXg 'kwU; 

gks rks bls fod.kZ vkO;wg dgrs gSaA 

7- lfn'k vkO;wg dh ,d n'kk gSa ftlesa dsoy ,d gh iafDr vFkok LrEHk gksrs gSA 

mÙkj % 1- ¼T½] 2- ¼F½] 3- ¼T½] 4- ¼F½] 5- ¼T½] 6- ¼F½] 7- ¼T½ 

Part-2 

A     vH;kl ds fYk, y?kq iz”u 

¼A½ fuEu dh O;k[;k dhft,-  

¼1½ vkO;wg v©j lkjf.kd esa vUrj  

¼2½ iwoZ xq.ku rFkk mÙkj xq.ku  

¼3½ ifjoÙkZ vkO;wg dh fo'¨"krk,¡  
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¼4½ O;qRØe vkO;wg ds eq[; xq.k  

¼5½ vkO;wg ÁFkDdj.k  

B-  fl) dhft, 

(1) ;fn  
2 3

A
0 1

 
=  
 

  rFkk     
3 4

B
2 1

 
=  
 

 

rks fl) dhft, fd  (AB) ' B'A '=  

(2) ;fn  
2 4 1

A
1 0 2

− 
=  − 

  rFkk     

3 4 5

B 1 2 7

2 1 0

 
 = −
 
  

 

rks fl) dhft, fd  (AB) ' B'A '=  

(3) ;fn  
2 1

A
3 7

 
=  
 

  rFkk     
1 2

B
3 5

− 
=  
 

 

rks fl) dhft, fd  (AB) ' B'A '=  

(4)   ;fn  
1 2 0

A
3 1 4

 
=  − 

  rks AA' rFkk A'A Kkr dhft, 

(5)   ;fn  

1 2 3

A 2 2 1

4 5 2

− − 
 = −
 

−  

  rks adj.k Kkr dhft, 

 (1)  ;fn  

1 3 3

A 1 4 3

1 3 4

 
 =
 
  

  rks A-1 Kkr dhft, 

(2)   ;fn  

1 1 1

A 1 2 1

1 1 2

 
 =
 
  

  rks A-1 Kkr dhft, 

(3)   A dh O;qRØe.kh; vkO;wg A-1 Kkr dhft, 
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  ;fn  

1 2 1

A 1 1 2

1 2 1

 
 = − −
 

−  

   

(4)     

1 2 3

A 2 4 5

3 5 6

 
 =
 
  

  rks A-1 Kkr dhft, 

(5)     

3 3 4

A 2 3 4

0 1 1

− 
 = −
 

−  

  rks fl) dhft, fd 

   3 1A A−=  

C- fl) dhft, 

¼1½ ;fn 







=








=

02

75
 ,  

13

52
BA   fn;k Xk;k gS r¨ fl) dhft, fd 

'')( ABAB =  

mÙkj& '')( ABAB =   
2114

1720








=  

¼2½  ;fn 
















=

2

2

1

A  rFkk [ ]123=B fn;k gS  r¨ fl) dhft, fd 

'')( ABAB =  

mÙkj&  

¼3½ vkO;wg A  dh AdjA Kkr dhft, 

A
















−=

312

321

111

A  

mÙkj&
















−

−

−−

=

135

419

543

adjA  
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¼4½ vkO;wg A  dh ¼aadjA½ rFkk O;qRØe ¼ A
-1½ Kkr dhft, 









=

61

52
A  

mÙkj& 








−

−
=

21

56
adjA  

O;qRØe 








−

−

7/27/1

7/57/6
 

¼5½ vkO;wg A  dk O;qRØe Kkr dhft,& 

















−=

341

431

321

A  

mÙkj 
















−−

−

−

=

2/112/1

2/102/1

2/132/7

A  
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bdkbZ % 8    lkjf.kd 

 

8-1 izLrkouk 

8-2 mn~ns”; 

8-3 ifjHkk"kk 

8-4 lkjf.kd ds vo;oksa dk LFkku 

8-5 lkjf.kd izlkj 

8-6 milkjf.kd  

8-6-1lkjf.kd izlkj 

8-7 lg[k.M 

8-8 lkjf.kdksa ds foLrkj ds lkekU; fu;e 

8-9 lkjf.kd dh fo”ks"krk,¡ ¼Xkq.k½ 

8-10 lkjf.kdksa dk xq.kk 

8-11  Øsej dk fu;e  

8-12  lkjf.kd dk vodyt 

8-13  vH;kl ds fy, iz”u  

8-14  'kCnkoyh 

8-15  lkjka”k   
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8-1   izLrkouk 

izLrqr bdkbZ dk v/;;u djus ds i’pkr ikBd ;qxir lehdj.kksa  ds vklku gy ds 

fy, chtXkf.kr esa lkjf.kd ds iz;ksx ij tkudkjh izkIr djsxsasaA budh lgk;rk ls 

lehdj.kksa ds vKkr pjksa ds ewY; fu/kkZfjr fd;s tkrs gSaA blhfy;s lkjf.kd dks fu/kkZjd 

Hkh dgrs gSaA 

8.2 mn~ns”; 

izLrqr bdkbZ esa lkjf.kd ds iz;ksx dh fof/k ,oa lkekU; fu;e ij ppkZ dh tk;sXkh- 

• ;qxir lehdj.kksa ds vklku gy ds fy, chtXkf.kr esa lkjf.kd ds iz;ksx 

• lkjf.kd izlkj 

• milkjf.kd (Minors) 

• lkjf.kdksa ds foLrkj ds lkekU; fu;e 

• lkjf.kd dh fo’ks"krk,¡ ¼xqq.k½ 

• lkjf.kdksa dk xqq.kk 

• Øsej dk fu;e  

• lkjf.kd dk vodyt 

8-3 ifjHkk"kk 

;g ;qXein fofHkUu inksa ds ;ksx vFkok vUrj ds :i esa O;Dr gksrs gSa rFkk ;s in dbZ 

la[;kvksa ds xqq.kuQy (Product) gksrs gSaA  

bl izdkj lkjf.kd nks ;k nks ls vf/kd xq.kuQyksa ds vUrj dh lkadsfrd vfHkO;fDr 

gSA fofHkUu inksa dks nks [kM+h js[kkvksa (Vertical Lines) ds chp O;Dr fd;k tkrk gS 

tSls  

 a1 b2 � a2 � b1 dks fuEu izdkj fy[k ldrs gSaA 

 1 1

2 2

a b

a b
        (8.1) 

lkjf.kd ds vo;o ,oa ekSfyd va”k 
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;gk¡ ij a1, b1, a2, b2 dks lkjf.kd dk ekSfyd va”k  vkSj buds xq.kuQy a1b2, 

a2b1  dks vo;o  dgrs gSaA lkjf.kd dk Øe & fdlh lkjf.kd ds vUrXZr ftrus LrEHk 

o iafDr;k¡ gksrh gSa] og la[;k gh lkjf.kd dk Øe dgykrh gSA     

mnkg.kkFkZ (Eq. 2) 

(A) 1 1

2 2

a b

a b
  blesa nks iafDr (rows) vkSj nks LrEHk gSa] vr% ;g f}rh; Øe 

(second order) dh lkjf.kd gSA 

(B)     

1 1

2 2

3 3

a b

a b

a b

   blesa rhu iafDr (rows) vkSj rhu LrEHk gSa] vr% ;g r`rh; Øe dh 

lkjf.kd gSA rkRi;Z ;g gS fd] fdlh Hkh lkjf.kd dk Øe vFkok dksfV mldh iafDr 

vkSj LrEHkksa dh la[;kvksa ls r; gksrh gSA ;fn 2 iafDr vkSj 2 LrEHk gSa] rks dksfV nks 

(second) gksXkkA ;fn 3 iafDr vkSj rhu LrEHk gSa] rks lkjf.kd rr̀h; dksfV dh gksXhA  

lkjf.kd ds LrEHkksa (columns) vkSj iafDr;ksa (rows) ekSfyd va”kksa (constituents) 

vkSj rRoksa (elements) esa lEcU/k fdlh lkjf.kd ds LrEHkksa (columns) vkSj iafDr;ksa 

(rows) & ekSfyd va”kksa (constituents) vkSj RkRoksa esa D;k lEcU/k gksrk gS] bls fuEu 

izdkj ls le>k tk ldrk gSA 

Table 1 

lkjf.kd dk 

Øe (order) 

LrEHk 

(columns) 

iafDr;k¡ 

(rows) 

ekSfyd va”k 

(constituents) 

rRo 

(elements) 

Order c r (a1a2, b1b2,...) (a1b2 .... a2b1...) 

~  ok¡ ~ ~ ~
2
 ~ L 

f}rh; 2 2 2
2
 2L 

rr̀h; 3 3 3
2
 3L 
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bl izdkj Li"V gS fd ;fn lkjf.kd f}rh; Øe dk gS rks mlds ekSfyd va”kksa dh 

la[;k 2
2
 = 4 gksXh] rFkk rRoksa dh la[;k 2L = 2 gksXhA ;fn lkjf.kd r`rh; Øe dk 

gS rks ekSfyd va’kksa dh la[;k 32
 = 9 gksXh vkSj rRoksa dh la[;k 3L = 6 gksXhA 

8-4  lkjf.kd ds vo;oksa dk LFkku 

fdlh lkjf.kd ds vo;oksa dk ,d fuf”pr  LFkku Hkh gksrk gS] tSls dksbZ vo;o igyh 

iafDr vkSj rhljs LrEHk dk gks ldrk gS] rFkk dksbZ vo;o nwljh iafDr rFkk igys LRkEHk 

dk gks ldrk gSA ladsr :i esa izR;sd vo;o dk LFkku fu/kkZfjr djus ds fy;s] mi 

ladsrksa dk iz;ksx fd;k tkrk gSaA buesa igyk miladsr iafDr dks rFkk nwljk miladsr 

LrEHk dks fn[kkrk gSaA  

mnkgj.k & ¼1½;fn vo;o ds miladsr a11 gSa & ;gk¡ aa izFke iafDr rFkk izFke LrEHk 

dk gSA   

               (2)  ;fn vo;o ds miladsr a32 gSa & ;gk¡aa r`rh; ioZr rFkk f}rh; LrEHk 

esa fLFkr gSA 

iafDr dks i ls rFkk LrEHk dks j ls O;Dr djus dk loZekU; izpyu gSA bl lanHkZ esa  

ai j dk vFkZ ith
  row ¼iafDr½ rFkk  jth

  column  ¼LrEHk½ ds vo;o ls gSA  

mnkgj.k & fuEu lkjf.k ¼tks r`rh; dksfV dk gS½ ds vUrXZr vo;oksa ds LFkku dk cks/k 

Li"V djkus dk iz;kl fd;k X;k gSA 

 

iafDr (row)    

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a
 

            LrEHk (columns) 

fdlh Øe foU;kl esa iafDr;ksa vkSj LrEHkksa dh la[;k,¡ dbZ gks ldrh gSa] rFkk vusd gks 

ldrh gSA ijUrq lkjf.kd ds vUrXZr iafDr vkSj LrEHkksa dh la[;k cjkcj gksrh gSA 
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blhfy;s ;fn ge vkO;wg ds lanHkZ esa ns[ksa rks lkjf.k oxZ vkO;wg (Square Matrix) ls 

lEc) la[;k gSA 

;fn lkjf.kd esa dqy iafDr dh la[;k �m� rFk dqy LrEHk dh la[;k �n� gS rks] 

lkjf.kd esa m = n dh fLFkfr gksrh gSA 

tcfd �i� vkSj �j� fo”ks’k iafDr vkSj fo”ks"k LrEHk dks O;Dr djus ds fy, iz;qDr gksrs 

gSaA 

8-5  lkjf.kd izlkj (Determinants�s Expansion) 

 fdlh lkjf.kd dk eku Kkr djus ds fy, ml lkjf.kd dks flh iafDr rFkk 

LrEHk ds vo;oksa ds :i esa iznf’kZr djuk lkjf.kd dk izlkj dgykrk gSA lkjf.kd dk 

izlkj milkjf.kd dh lgk;rk ls fd;k tkrk gSA fdlh Hkh iafDr vFkok LrEHk dks ysdj 

lkjf.kd dk izlkj fd;k tk ldrk gSA fdlh Hkh iafDr vFkok LrEHk dks ysdj lkjf.kd 

dk izlkj fd;k tk ldrk gS] ysfdu inksa esa fpUg ds Øe dks /;ku esa j[kuk pkf,A ;g 

Øe fuEu gS% 

 

.....

.....

.....

. . .

. . .

. . .

+ − +

− + −

+ − +
       Eq. 4 

 

okLro esa fpUgksa dk ;g Øe lg[k.M (Co-factor) ij vk/kkfjr gSA gesa izlkj dks 

le>us ds fy, mi lkjf.kd vkSj lg[k.M dh /kkj.kk dks le>uk gksXkkA  

8-6 milkjf.kd (Minors)  

lkjf.kd ds izlkj esa fdlh vo;o dks xq.kk djus okys NksVs lkjf.kd dks mldk 

milkjf.kd dgrsa gSaA okLro esa fdlh lkjf.kd ds fdlh vo;o dh milkjf.kd ,d 

NksVs Øe dh lkjf.kd gh gS tks ml vo;o ls lEc) iafDr vkSj LrEHk dks NksM+ nsus 
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ij izkIr gksrh gSA fdlh dksfV dh lkjf.kd esa vo;o aij dh milkjf.kd ( 1)η− dksfV 

dh lkjf.kd gksXh tks thi  row vkSj thj  row column dks NksM+us ij izkIr gksXhaA  

 ;fn gesa 11a  dh milkjf.kd Kkr djuh gks rks izFke iafDr vkSj izFke LrEHk dks 

NksM+ nsus ij tks cp tkrk gS ogh milkjf.kd gSA mnkgj.k ds fy;s 3 Øe dh fuEu 

lkjf.kd ij /;ku nsaA  

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a     a    a

| A |          =   a     a    a

a     a    a

      Eq 5−  

bl izdkj 11a dh milkjf.kd gS & 

 22 23

11

32 33

a     a  
| M |          =   

a     a  
      Eq 6−  

bl izdkj 22a dh milkjf.kd gS &  

 21 23

22

31 33

a     a  
| M |          =   

a     a  
      Eq 7−  

rFkk 13a  dh milkjf.kd gS&  

 22 22

31

31 32

a     a  
| M |          =   

a     a  
      Eq 8−  

milkjf.kd dks laXr vo;o ds LFkku dks /;ku esa j[krs gq, M ls O;Dr djrs gSa 

milkjf.kd 11 22 13(Minors) M ,  M ,  M−  bR;kfnA tgk¡ 11 11M − α  dks milkjf.kd gS 

rFkk 12 12 13 13M a ,  M a− − ds milkjf.kd gSaA  

8-6-1 lkjf.kd dk izlkj  

bl izdkj milkjf.kd dh lgk;rk ls A dk izlkj vklkuh ls fd;k tk ldrk gS&  

 11 11 12 12 13 13A a  M a  M   a  M= − +      Eq 9−   

lkjf.kd ds izlkj esa iz;qDr fpUgksa ds Øe dks /;ku esa j[krs gq;s (Fig 4) (Eq-1)− dks 

foLrkj ls fuEu izdkj ls izlkj fd;k tk ldrk gSA  
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 11 11 12 12 13 13a M  - a M a M+      

 Eq 10−  

 22 23 21 23

11 12

32 33

a   a a    a
a  -  a

a   a

22 23 21 23 21 22

11 12 13

31 3232 33 31 33

a   a a   a a    a
a  - a a  

a    aa   a a   a
+  

   ( ) ( )11 22 33 32 23 12 21 33 31 23a a .a a  a  - a  a  a a  a− −  

  ( )13 21 32 31 22a a .a a a+ −  

miladsr izlkj esa 11a dks mlds milkjf.kd 11M ls xqqq.kk fd;k Xk;k gS] blh izdkj dks 

12M , rFkk 13a dks 13M ls xqqq.kk fd;k X;k gS] rFkk izFke iafDr ds igys in dk fpUg 

iznUr fpUg gksXkkA bl izdkj fpUg ,dkUrj :i ls cnyrs gSaA  

8-7 lg[k.M (Co-factor)  

lg[k.M dh vo/kkj.kk] milkjf.kd ls tqM+h gSA fdlh vo;o dh milkjf.kd gh vXj 

fpUg i j( 1) + −   ds lkFk fy[kh tk, rks og ml vo;o dk lg[k.M gSA bl izdkj 

vo;o ija  dk lg[k.M& 

 ijCo factor of a− −  

 i j

ij ijC ( 1)  M+= −  

vr% vo;o ija  dk lg[k.M mlds milkjf.kd esa i j( 1) +− ls Xqq.kk djus ij izkIr gksrk 

gS tgk¡ i iafDr ds fy;s rFkk j  LrEHk ds fy;s iz;qDr gSA ;fn i j+ = lela[;k gS rks 

lg[k.M vkSj milkjf.kd dk fpUg ,d gh gksXkA vkSj ;fn i j+  fo"ke la[;k gS rks 

lg[k.M dk fpUg milkjf.kd ds fpUg ds foijhr gksXkA lkjkf.kd izlkj ds le;] 

fpUgksa dk Øe ( ), , ,...+ − + blh lg[k.M dh /kkj.kk dk ifj.kke gSA ;fn ge izFke iafDr 

ls lkjf.kd dk izlkj djrs gSa rks igys + fpUg blfy, vkrk gS fd izFke vo;o 11(a )  

izFke iafDr vkSj izFke LrEHk dk gS vFkkZr~&  

 i 1,   j=1=  blfy,  i j 1 1 2+ = + =   vkSj 

 2( 1) 1− = +  blfy, lg[k.M dk fpUg /kukRed gSA  
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blds vkXs ( 1)− fpUg blfy, vkrk gSa fd la’kr vo;o 12(a )  esa  

 i 1,   j = 2 = vkSj 1 2 3( 1) ( 1) 1,+− = − = −  

vFkkZr lg[k.M _.kkRed gS blh rjg ls ;g Øe pyrk jgrk gSA  

mnkgj.k & 1 

lkjf.kd 

5      6      7

8      9      10

11    12    13

 esa 5,8 vkSj 11 dh milkjf.kd rFkk lg[k.M Kkr dhft,A 

gy & a. 5 dk milkjf.kd rFkk lg[k.M  

     b. 8  dk milkjf.kd rFkk lg[k.M 

     c.11  dk milkjf.kd rFkk lg[k.M 

a.(i) 5 dk milkjf.kd  

    (Eq. 6 esa fn;s X;s mnkgj.k ds vuqlkj½  

 
9      10

     9 13-12 10=117-120=-3
12     13

= = × ×  

  (ii) 5 dk lg[k.M  

 ( )
1 1

  -1
+

=  milkjf.kd dk eku  

  1 ( 3)  = - 3.× −  

b.  (i) 8  dh milkjf.kd  

 
6       7

  6 13-12 7=78-84=-6
12    13

= = × ×   

   (ii) 8 dk lg[k.M  

 2 1( 1)  (-6)  =  6+= − ×   

c.  11 dh milkjf.kd 

 
6       7

  6 10-9 7=60-63=-3
9      10

= = × ×  

(ii) 11dk lg[k.M  
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    3 1( 1)  (-3)  =  1   (-3)  =  -3.+= − × ×  

mgkj.k 2 & mnkgj.k 1 esa fn;sa Xk;s ljf.kd dk izlkj dhft, &  

I.  gy & izFke iafDr ls foLrkj }kjk&  

5     6     7 9     10 8      10 8      9

8     9    10 5 12    13  -6 11     13  +7 11     12

11   12   13 

=  

 ( ) ( ) 5 117  -  120  -6 104 - 110  +7 (96 - 99)=  

 = 5( 3)  -6  (-6) +7 (-3) −  

 = 15  + 36 - 27  = 36  -  36   =   0  −  

II. gy & izFke LrEHk ls foLrkj }kjk  

5     6     7 9     10 6      7 6       7

8     9    10 5 12    13  -8 12     13  +11 9     10

11   12   13 

=  

 ( ) ( ) 5 117  -  120  -8 78 - 84  +11 (60 - 63)=  

  5( 3)  -8  (-6) +11 (-3) = −   

 = 15  + 48 - 33  =   0  −  

bl izdkj izFke LrEHk vFkok iafDr ls foLrkj djus ij mRrj leku gSA  

mnkgj.k 3. 

lkjf.kd 

3     4     8

2     1     3

7     -2    0

 dk eku fudkyks A  

(1)  izFke LrEHk ls foLrkj }kjk eku fudkyus ij  

 

3     4     8
1   3 4    8 4     8

2     1     3   = 3 2 7
-2  0 -2   0 1      3

7     -2    0

− +  

      [ ] [ ] [ ]3 1 ( 2)(3) 2 0 4 ( 2)(8) 7 4 3 8 1= × − − − × − − + × − ×  
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       3 (6)-2(16)+7(4)=  

            14=  

mnkgj.k (4) 

lkjf.kd 

2     1     0

3     2     4

1     2     3

 dk eku fudkyks A  

gy & izFke iafDr ds vuq:i foLrkj djus ij  

 

2     1     0
2   4 3    4 3     2

3     2     4   = 2 1 0
2  3 1   3 1      2

1     2     3

− +  

 2 (6-8)-1(9-4)+0(6-2)=  

   2(-2)-1(5)=-4-5=-9.=  

;g izlkj geus izFke iafDr ls fd;k Fkk ;fn r`rh; LrEHk ds vuq:i foLrkj djsa rks  

 
3     2 2    1 2      1

0 4  + 3 
1     2 1    2 3      2

= −  

 0 (6-2)-4(4-1)+3(4-3)=  

 0 4 3 3 1 1 3 9= − × + × = − + = − ⇒mRre leku  

fVIi.kh  

bl izdkj izlkj pkgs ftl iafDr vkSj ftl LrEHk ls djsa lkjf.kd ds eku esa dksbZ 

vUrj ugh vkrkA  

bls fuEu mnkgj.k }kjk vkSj Li"V fd;k tk ldrk gS &  

mgkj.k % 5 

lkjf.kd 

1     3      2

0     2     -1

4     1      5

 dk eku fudkyks A  
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gy &

1     3      2
2   -1 0    -1 0     2

0     2     -1   = 1 3 2
1    5 4      5 4      1

4     1      5

+  

 ( ) 1 (2 5)-(-1)1  - 3 (0 5 -(-1)(4))+= × ×  

    ( )2 0 1 - 2 4  =× ×  

 ( )  1 10+1   - 3(4)  +  2(-8)  = 11 - 12 - 16  = -17.=  

;g izlkj geus izFke iafDr ls fd;k FkkA ;fn f}rh; LrEHk ls izlkj djsa rks &  

1     3      2
0    -1 1      2 1      2

0     2     -1   = 33 2  -1 
4      5 4      5 0    -1

4     1      5

+  

   -3(0+4) + 2 (5-8) -1(-1-0) = -17=  

vr% izlkj fdlh Hkh LrEHk vFkok iafDr ls djsa lkjf.kd ds eku esa dksbZ vUrj ugha 

vkrkA  

8-8   lkjf.kdksa ds foLrkj ds lkekU; fu;e  

 ;fn lkjf.kd fuEu izdkj gS &  

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a    a   a

a    a   a

a    a   a

 
 
 
  

 

vkSj blds mi lkjf.kd Øe”k% 11 12A ,A  vkSj 13A  gSa rks lkjf.kd dk foLrkj cjkcj  

 1 1 1 2 1 3

11 11 12 12 13 13
a ( 1) A a ( 1) A a ( 1) A+ + +     − + − + −       

izFke [k.M dk fpUg + rFkk nwljs dk vkSj rhljs dk /ku gksXk − ,slk blfy;s D;ksafd 

izFke ( )1 1 2+ = le la[;k gS rFkk rr̀h; ( )1 3 4+ = Hkh le la[;k gS] rFkk f}rh; 

[k.M ( )1 2 3+ = fo"k; la[;k gSA tc i j+  esa i j+  dk tksM+ le gksrk gS rks fpUg 

' '+  vkSj tc i j+  dk tksM+ fo"k; gksrk gS rks fpUg ' '− gksrk gS A  

 

 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ����

8-9 lkjf.kd dh fo”ks"krk,¡ ¼Xkq.k½  

lkjf.kd dh fo”ks"krk,¡ bl n`f"V ls dkQh egRiw.kZ gSa] fd budk mi;ksx djds lkjf.kd 

dk eku vklkuh ls Kkr dj ldrs gSaA  

8-9-1 fo”ks"krk & 1 ;fn fdlh lkjf.kd dh iafDr;ksa dks LrEHkksa esa vkSj LrEHkksa dks 

iafDr;ksa esa cnyk tk, rks lkjf.kd dk eku vifjofrZr jgrk gSA  

mnkgj.k �& 6 

 11 12 11 21

21 22 12 22

a a a a

a a a a
=   rFkk 

 
1 2 31 1 1

2 2 2 1 2 3

3 3 3 1 2 3

a b ca b c

a b c a b b

a b c c c c

=  

tgk¡ 

  11 12

11 22 12 21

21 22

a a
a . a a .a

a a
= −     (i) 

   11 21

11 22 21 21

12 22

a a
a . a a .a

a a
= −     (ii) 

lehdj.k  (i)  =  (ii) 

ewy lkjf.kd |A| dks iafDr rFkk LrEHk ifjofrZr djus ds ckn |A'|  

blh izdkj r`rh; Øe ds lkjf.kd dks Hkh fl) fd;k tk ldrk gSA 

rr̀h; Øe ds lkjf.kd dk vadXf.krh; mnkgj.k fuEu izdkj gS &  

mnkgj.k � 7 

 

2 3 4 2 1 5

| A | 1 2 3 3 2 6 | A* |

5 6 7 4 3 7

= = =  
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tgk¡ lkjf.kd |A| ds LrEHk ds ekSfyd va”k lkjf.kd A* ds iafDr ds ekSfyd va”k ds 

cjkcj gS tSls |A| ds izFke LrEHk ds ekSfyd va”k 2, 1, 5. |A*| ds izFke iafDr ds 

ekSfyd va”k 2, 1, 5 ds cjkcj gSA 

8-9-2   fo”ks"krk � 2. 

;fn fdlh iafDr ¼vFkok LrEHk½ ds lHkh ekSfyd va”kksa dks fdlh vpj jkf”k (K) ls xqqq.kk 

dj fn;k tk, rks lkjf.kd ds eku esa ml jkf”k K dk Xkqq.kk gks tkrk gSA mnkgj.kkFkZ & 

;fn lkjf.kd A dh izFke iafDr esa fLFkj jkf”k K ls Xkqq.kk fd;k tk; rks lkjf.kd dk 

:i  

 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

Ka Kb Kc a b c

a b c K a b c

a b c a b c

=     gksXkkA 

 2 2 2 2 2 2

1 1 1

3 3 3 3 3 3

b c c a a b
Ka Kb Kc

b c a c a b
= − +  

      2 2 2 2 2 2

1 1 1

3 3 3 3 3 3

b c c a a b
K a b c

b c a c a b

 
= = − + 

 
 

      
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

K a b c KA

a . b . c

= = . 

mnkgj.k � B 

,d la[;kRed mnkgj.k }kjk bls le>k tk ldrk gS & 

iwoZ ds mnkgj.k rhu esa fuEu lkjf.kd  

 

2 1 0

3 2 4

1 2 3

  dk eku (-9) Fkk & ¼ns[ksa mnkgj.k � 3½ 

;fn bl lkjf.kd ds izFke LrEHk esa 2 ls xq.kk dj fn;k tk, rks & 
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4 1 0
2 4 6 4 6 2

6 2 4 4 1 0
2 3 2 3 2 2

2 2 3

= − +  

      4 (6 8) 1 (18 8) 0= − − − +  

      ( 2) 1 10 8 10 18= − − × = − − = − - 

        2 ( 9) 18× − = - 

fo”ks’krk ds vuqlkj lkjf.kd dk eku Hkh 2 ds Xkq.kuQy ls izkIr gksrk gS & lkjf.kd 

dh bl fo”ks"krk ds dkj.k fdlh iafDr vFkok LrEHk esa ls loZfu"B xq.ku[k.M 

(common factor) ckgj ys ldrs gSaA  

8-9-3  fo”ks’krk � 3. 

;fn fdlh lkjf.kd esa lehi dh nks iafDr;ksa vFkok LrEHkksa dks vkil esa cny fn;k 

tk; rks lkjf.kd dk la[;kRed eku ogh jgrk gS ysfdu fpUg cny tkrk gS - 

mnkgj.kkFkZ 

 1 1

1 2 2 1 2 1 1 2

2 2

a b
a b a b (a b a b )

a b
= − = − −  

Changing the consecutive row 

 2 2 1 1

1 2 2 1

1 1 2 2

a b b a
(b a b a )

a b b a
= − = − − = −  

blh izdkj ls 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

  = 

          1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2a (b c b c ) b (a c a c ) c (a b a b )= − − − + −  

           1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1[b (a c a c ) b (a c a c ) b (a c a c )= − − − − + −  

 
1 1 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1

3 3 3 3 3 3

b a c a b c

b a c a b c

b a c a b c

= − = −  
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;fn lehi dh iafDr vFkok LrEHk dks Øe”k% vkil esa cnyk tk, rks lkjf.kd ds fpUg 

esa ifjorZu gksrk gS ijUrq bldk ewY; leku jgrk gSA  

mnkgj.k & 9 % 
2     3 3     2

    =   - 
4     5 5     4

 

 

1    2    3 1    2    3 1    2    3

4   5    6    =   - 4   5    6    or   - 4   6    5

7   8    9 7   8    9 7   9    8

 

Note % ;fn iafDr rFkk LrEHk dks fo"k; la[;k ckj vkil esa cnyk tk, rks lkjf.kd 

dk fpUg ifjofrZr gksrk gS] tcfd le la[;k ckj ifjofrZr djus ls fpUg leku jgrk 

gSA  

8-9-4 fo”ks’krk & 4  

;fn fdlh lkjf.kd esa dksbZ nks iafDr;k¡ vFkok LrEHk loZle (Identical) gksa rks 

lkjf.kd dk eku 'kwU; gksrk gSA  

mnkgj.k % 10 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a    b     c

a    b    c    =    0 

a    b    c

 

ifjofrZr djus ij  

rFkk & 
1 1 1

2 2 1

3 2 1

a    a     a

b    b    b    =    0 

c    c     c

 

Proof   ∆ =

1 1 1

1 1 1

3 2 3

a    b      c

b    b     c    

a    b     c

 

;gk¡ izFke rFkk f}rh; iafDr loZle gSa  

fo”ks”krk & 3 dk iz;ksx djrs gq;s ;g lkjf.kd bl izdkj Hkh fy[kk tk ldrk gS&  

 
1 1 1

1 1 1

3 3 3

a    b      c

   - a    b     c    =  -

a    b     c

= ∆   
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or     +   = 0∆ ∆

or   2  = 0 ∆

     = 0 ∆  

blh izdkj nks LrEHk loZle gksus ij lkjf.kd dk eku 'kwU; gksrk gS] bls fuEu mnkgj.k 

}kjk le>k tk ldrk gS& 

mnkgj.k % 11  

 

1     4    4
3     3

  = 0        and     2    5     5   =   0
4     4

3     6    6

 

[ ]3 4  -  3 4  = 0    × ×  

( ) ( ) ( )  1 30-30  - 4 12-15 4 12 15⇒ + −  

   12 - 12 = 0⇒  

8-9-5 fo”ks"krk:  5  

;fn lkjf.kd esa dksbZ iafDr vFkok LrEHk fdlh iafDr vFkok LrEHk dk xq.kk gks rks 

lkjf.kd dk eku 'kwU; gksrk gSA mnkgj.kkFkZ  

mnkgj.k &   
1 1 1

1 1 1

3 3 3

a     b     c

| A |   =   ka   kb   kc

a     b     c

 

;gk¡  nwljh iafDr izFke iafDr dh K dk xquk gSA  

fo”ks”krk & 21 ds vk/kkj ij K dks ckgj fy;k tk ldrk gS & vr%  

 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3

a     b     c a    b    c

   ka   kb   kc   =    k a    b    c

a     b     c a    b    c

 

[;fn fdlh iafDr vFkok LrEHk ds lHkh ekSfyd va”kksa dks fdlh vpj jkf”k (k) ls xq.kk 

dj fn;k tk, rks lkjf.kd dks eku esa ml jkf”k k dk Xkqq.kk gks tkrk gSA] 

fo”ks”krk & 42 ds vk/kkj ij &  
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1 1 1

1 1 1

3 3 3

a    b    c

       k a    b    c    =  k  0  = 0

a    b    c

× D;ksafd izFke vkSj f}rh; iafDr loZle gSaA  

bls la[;kRed mnkgj.k }kjk fuEu lkjf.kd ls le>k;k Xk;k gS & 

 

2    3     4 2    3     4

| A |   =   4    6     8   =   2  2    3     4

5    7     9 5    7     9

  f}rh; iafDr esa ls 2 ckgj  ysus ij  

           = 2 × 0 = 0 fo”ks"krk � 4 ds vk/kkj ijA 

8-9-6 fo”ks’krk & 6  

;fn fdlh iafDr vFkok LrEHk dk izR;sd va”k nks jkf”k;ksa ds ;ksx vFkok vUrj ds :i esa 

gks rks lkjkf.kd dks mlh Øe dh nks lkjf.kdksa ds ;ksx vFkok vUrj ds cjkcj izdV 

fd;k tk ldrk gSaA tSls  

mnkgj.k&13 ;fn lkjf.kd  

  1 1 1

2 2 2

a   +  k     b
| A |   =  

a   +  k    b
 

rks  

 1 1 1 1

2 2 2 2

a    b k     b
| A |   =   +    

a    b k     b
 

( ) ( )1 1 1

1 1 2 2 2

2 2 2

a   +  k    b
| A |   =    = a k b a k b.

a   +  k   b
+ − +  

 1 2 1 2 2 2 2 1 a b   +  k b   - a b   -  k b=  

 1 2 2 1 1 2 2 1a b   - a b   + k b   - k b=  

  1 1 1 1

2 2 2 2

a    b k     b
         =   +    

a    b k     b
 

;fn fdlh lkjf.kd esa dksbZ nks iafDr;k¡ vFkok LrEHk loZle (Identical) gks rks 

lkjf.kd dk eku 'kwU; gksrk gS A  
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1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 2 3

a    +   k     b       c

| A |    =  a    +   k    b       c

a    +   k    b       c

 rks  

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

a    b     c k     b      c

| A |   =   a    b    c    +   k     b     c

a    b    c k     b     c

 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 11 2 2 21 3 3 3

3 3 2 3

a    +   k     b       c

 a    +   k    b       c   =  a  + k  M  -  a  + k M  + a  + k M

a    +   k    b       c

 

¼M milkjf.kd dks O;Dr djrk gSA½ 

( ) ( )1 11 2 21 3 31 1 11 2 21 3 31  a M   -  a M   + a M   + k M k M k M= − +  

2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

a    b     c k    b     c

 a    b    c   +   k    b    c

a    b    c k    b    c

=  

8-9-7 fo”ks’krk & 7  

;fn dksbZ iafDr ¼vFkok LrEHk½ ;k iafDr ¼LrEHk½ dk dksbZ xqf.kr ¼multiple½ fdlh 

nwljh iafDr esa tksM+k ;k ?kVk;k tk; rks lkjf.kd dk eku vifjofrZr jgrk gSA 

mnkgjk.kkFkZ  

;fn lkjf.kd 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a    b     c

a    b    c

a    b    c

 gS rFkk blds f}rh; LrEHk dks fdlh vpj (k) ls 

xqqq.kk djds bls izFke LrEHk esa ls ?kVk fn;k tk; rks lkjf.kd vifjofrZr jgrh gSA 

vFkkZr &  

1 1 1 1 1 1 1

2 2 3 2 2 2 2

3 3 3 33 3 3

a    b     c a   - kb     b    c

a    b    c    =    a   - kb    b    c

a   -  kb    b   ca    b    c
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blh fo”ks’krk ds vk/kkj ij fdlh Hkh iafDr vFkok LrEHk dks fdlh nwljh iafDr ;k 

iafDr;ksa ds ;ksx vFkok vUrj ls izfrLFkkfir dj fn;k tk, rks lkjf.kd ds eku esa 

ifjorZu ugha gksrk gSA  

mnkgj.k % 14 tgk¡ c column ;    R  Rows → → gSaA  

1 1 2c c   + c   → ;k 1 3c c   + ;k 1 2 3c c c+ +  bR;kfn A  

1 1 2R   R R→ +  ;k 1 2R R+  ;k 1 2R  + 3R  bR;kfn A  

8-9-8 fo”ks’krk & 8  

;fn fdlh lkjf.kd ds x okys vo;o x esa cgqin gksa vkSj ;fn x ds LFkku ij a j[kus 

ij lkjf.kd 'kwU; gks tkrh gksrks (x a)− bldk ,d Xkq.ku[k.M gksXkA  

mnkgj.k% 15  

;fn 

2

2

2

1   a     a

  =  1   b     b

1   c     c

∆  

;fn f}rh; iafDr dks b a=  ls izfrLFkkfir fd;k tk,] rks nks leku iafDr izkIr 

gksrh gSaA bl izdkj ∆ ”kwU; gks tkrk gS vr% ( )a b− ∆ dk xq.ku[k.M gSA  

gy iz”u ¼mnkgj.k½    

mnkgj.k & 16   

1 6 1

2 3 3

3 3 2

−

− −

  dk eku Kkr dhft,A 

gy & bl lkjf.kd dk eku ge lh/ks izlkj ¼milkf.kd dh lgk;rk ls½ djds Kkr 

dj ldrs gSa & 

1 6 1
3 3 2 3 2 3

2 3 3 1 6 1
3 2 3 2 3 3

3 3 2

−

= − −
− − − −

− −

 

 1 ( 6 9) 6( 4 9) 1( 6 9)= − + − − − − − −  

      3 78 15 96= + + =  
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;k fQj bl lkjf.kd dk eku fu;eksa dk iz;ksx djrs gq, iafDr LrEHk fØ;kvksa }kjk 

Kkr dj ldrs gSa & 

1 1 3

2 2 3

1 6 1 0 7 1
C C C

2 3 3 5 0 3
C C C

3 3 2 1 1 2

− −
→ +

=
→ −

− − − −

 

0(0 3) 7( 10 3) 1( 5 0)= + − − − − − −  

7 ( 13) 1 5 96= − × − + × = . 

mnkgj.k% 17 

fl) dhft,  

a c a c

a b b a 4abc

b b c c

+

+ =

+

 

gy 

 ;fn    

a c a c

a b b a

b b c c

+

∆ = +

+

 

1 1 2 3R R R R→ + +  

 

2(a b) 2(b c) 2(c a)

a b b a

b b c c

+ + +

∆ = +

+

 

   

a b b c c a

2 a b b a

b b c c

+ + +

= +

+

 

;fn  1 1 2(Applying) R R R→ −  

 

o c c

2 a b b a

b b c c

∆ = +

+
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o 1 c

2c a b b a

b b c c

∆ = +

+

 

;fn  2 2 2(Applying) C C C→ −  

 

o o 1

2c a b b a a

b b c

∆ = + −  

    [ ]2c b(a b) b(b a)= + − −  

    2 22c ba b b ab = + − +   

         2c[2ab] 4abc= =  

         vr% fl)A 

mnkgj.k% 18 

 

10 6 1

17 3 3

9 3 2

−

− − −

   dk eku Kkr dhft,A 

gy - 

 
2 2 3

10 6 1 10 6 1

17 3 3 8 0 1 R R R

9 3 2 9 3 2

− −

= → +

− − − − − −

 

 
1 1 3

8 0 5

8 0 1 R R 2R

9 3 2

− −

= → +

− − −

 

 
1 1 2

0 0 4

8 0 1 R R R

9 3 2

−

= → +

− − −

 

   4( 24 0) 96= − − − =  

mnkgj.k% 19 
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 fl) dhft,  

1 1 1

1 1 x 1 xy

1 1 1 y

+ +

+

 

gy &  bl lkjf.kd esa izFke LrEHk esa ls rhljs LrEHk dks ?kVkus ij vFkkZr~ & 

 1 1 3C C C→ −  

 

0 1 1

0 1 x 1

y 1 1 y

= +

− +

 

vc izFke LrEHk ds lanHkZ esa foLrkj djus ij & 

 
1 1

y y(1 1 x) xy
1 x 1

= − = − − − =
+

. 

8-10   lkjf.kdksa dk xq.kk  

 lkjf.kd ,d oxZ vkO;wg dk eku gSA vkO;wg ds xq.kk ij foLrj ls ppkZ ge 

vXyh bdkbZ esa djsxsasaA ;gk¡ ;g tku ysuk vko”;d gS fd] nks lkjf.kdksa dk xq.kk rHkh 

fd;k tk ldrk gS] rc os leku dksfV ds gksa tSls & 

 1 1

2 2

a b
A

a b
 vkSj  1 1

2 2

c d
B

c d
  nks lkjf.kd fn;s gSa 

rks igyh lkjf.kd |A|  dh iafDr ds vo;oksa dk nwljh lkjf.kd |B| ds LrEHk ds 

vo;oksa ls xq.kk fd;k tkrk gS] rks fuEu izdkj gS & 

 1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2

a c b .c a d b d
| A | | B |

a c b .c a d b .d

+ +
×

+ +
 

8-11  Øsej dk fu;e (Cramer�s Rule) 

lkjf.kd dh lgk;rk ls ;qxir lehdj.kksa dks gy djus dh fof/k dks Øsej dk fu;e 

dgrs gSaA bl fu;e dks /;ku esa j[krs gq, gh ge vkO;wg ds }kjk ;qxir lehdj.kksa dk 

gy izkIr djrs gSA vr% ;g egRoiw.kZ fu;e gSA 

;gk¡ ge nks vKkr jkf”k;ksa ds lehdj.k ij fopkj djrs gSaA 

mnkgj.k%  20 
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 1 1 1a x b y m+ =      (i) 

rFkk   2 2 2a x b y m+ =      (ii) 

leh0 (i)  esa b2 ls (ii) esa (b1 ) ls xqqq.kk djus ij & 

 2 2 1 2 1 2a b x b b y m b+ =      (iii) 

2 1 1 2 2 1a b x b b y m b+ =      (iv) 

leh0 (iii) esa ls leh0 (iv) dks ?kVkus ij & 

 1 2 2 1 1 2 2 1n(a b a b ) m b m b− = −     (v) 

blh izdkj  

 1 2 2 1 1 2 1 2y(a b a b ) a m m q− = −     (vi) 

leh0 (v) ls 

 

1 1

2 21 2 2 1

1 11 2 2 1

2 2

m b

m bm b m b
n

a ba b a b

a b

−
=

−
    (vii) 

blh izdkj 

 

1 1

1 2 2 1 2 2

1 11 2 2 1

2 2

a m

a m a m a m
y

a ba b a b

a b

−
=

−
    (viii) 

leh0 (vii) ls 

 
1 1 1 1

2 2 2 2

x 1

m b a b

m b a b

=      (ix) 

rFkk leh0 (viii) ls 

 
1 1 1 1

2 2 2 2

y 1

a m a b

a m a b

=  
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leh0 (ix) vkSj (x) ls 

 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x y 1

m b a m a b

m b a m a b

=  

 
1 2

x y 1

| A | | A | | A |
= =  

tgk¡ 

 1 1

1

2 2

m b
| A |

m b
=   = lkjf.kd esa X ds Xkq.kkadksa dh tXkg vpj in fy[kus ls 

cuh LrEHk okyh lkjf.kdA 

 1 1

2

2 2

a b
| A |

a b
=  

8-12  lkjf.kd dk vodyt (Derivative of a determinant) 

 fdlh lkjf.kd dk vodyt Kkr fd;k tk ldrk gS ;fn mls vo;o fdlh 

pj ds lkis{k vodyuh; (differentiable) gksA ;fn gesa & 

mnkgj.k%  20 

 
3

2 4

x 2x 3

3x x

+
  dk vodyt Kkr djuk gks rks ;g fuEu izdkj fd;k tk;sXkkA 

 
3 2 3

2 4 2 4 3

x 2x 3 3x 2 x 2x 3d

dx 3x x 3x x 6x 4x

+ +
= = +  

;gk¡ R1, R2 lkjf.kd ds vo;oksa dk vodyu djus ij & 

 6 2 6 2[3x 6x ] [4x 12x 18x]= − + − −  

 6 27x 18x 18x= − −  

Li"V gS fd ;fn n × n vkO;wg ijA [a ]=  ds vo;o X ds vodyuh; Qyu 

(Differentiable function) gksa rks X ds lkis{k lkjf.kd dk vodyt n lkjf.kdksa 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ��	�

dk ;ksx gksrk gS] ftlesa lkjf.kd A ds ,d iafDr ¼vFkok LrEHk½ vo;oksa dks muds 

vody Xkq.kkadksa ls izfrLFkkfir fd;k X;k gksA  

 

2 3 2

3 3

2 2

x x 2 2x 3x 0
d

2x 3x 1 x 2x 3x 1 x
dx

0 3x 2 x 1 0 3x 2 x 1

+ = +

− + − +

 

 

2 3 2 3

2 3

2

x x 2 x x 2

2 3 3x 2x 3x 1 x

0 3x 2 x 1 0 3 2x

+ + +

− +

 

8.13. vH;kl ds fy, iz”u 

oLrqfu"B iz'u % 

1-fdlh lkjf.kd ds fdrus LrEHk o iafDr;k¡ gksrh gSa] og la[;k gh lkjf.kd dk --------------

------------------ dgykrh gSA 

¼i½ va'k  ¼ii½ vo;o  ¼iii½ Øe  ¼iv½ foLrkj 

2-lkjf.kd ds izlkj esa fdlh vo;o dks xqqq.kk djus okys NksVs lkjf.kd dks mldk --

dgrs gSA 

¼i½lg[k.M+ ¼ii½milkjf.kd ¼iii½ xqq.ku[k.M+ ¼iv½ bueas ls dksbZ ugha 

3-;fn fdlh lkjf.kd esa dksbZ nks iafDr;k¡ vFkok LrEHk loZle gksa rks lkjf.kd dk eku 

D;k gksrk gS\ 

¼i½ 'kwU; ¼ii½ ,d  ¼iii½ vuUr ¼iv½ buesa ls dksbZ Hkh 

4-;fn dksbZ iafDr ;k iafDr dk dksbZ Xqf.kr fdlh nwljh iafDr esa tksM+k ;k ?kVk;k tk; 

rks lkjf.kd dk eku D;k jgrk gS\ 

¼i½ifjofrZr ¼ii½ vifjofrZr ¼iii½ ,d ¼iv½ 'kwU; 

5- vXkj iafDr ;k LrEHk dks fdlh ekud ¼λ½ ls Xqq.kk djsa rc u;s lkjf.kd dk eku 

iqjkus lkjf.kd ds ek dk fdruk xquk gksXk\ 

¼i½,d xqquk ¼ii½ nwljk xqquk ¼iii½ ekud ¼λ½ xqquk ¼iv½ buesa ls dksbZ ugha 

mÙkj % 1- ¼i½] 2- ¼ii½] 3- ¼iii½] 4- ¼iv½] 5- ¼iii½ 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ��
�

II. lgh ¼T½ vFkok Xkyr ¼F½ fpfUgr djsa % 

1-  fdlh lkjf.kd dk eku nksuksa fod.kksZa ij fLFkr vo;oksa ds Xkq.kuQy ds ;ksx 

}kjk izkIr fd;k tk ldrk gSA  

2- ;fn fdlh lkjf.kd dh iafDr;ksa dks LrEHkksa esa vkSj LrEHkksa dks iafDr;ksa esa cny 

fn;k tk; rks lkjf.kd dk eku vifjofrZr jgrk gSA 

3- lkjf.kd ,d oxZ vkO;wg dk eku gSA 

4- ;fn lkjf.kd esa dksbZ iafDr vFkok LrEHk fdlh iafDr vFkok LrEHk dk xqqq.kk gks 

rks lkjf.kd dk eku bdkbZ ds cjkcj gksrk gSA 

5- vXkj nks iafDr;ksa ;k LrEHkksa dk LFkku ifjofrZr fd;k tk; rks fpUg ifjofrZr gks 

tkrk gSA 

mÙkj % 1- ¼F½] 2- ¼T½] 3- ¼T½] 4- ¼F½] 5- ¼T½ 

iz0 1 fuEu lehdj.kksa dks Øsej ds fu;e }kjk gy dhft,A 

(i)      

3x 3y Z 11

2x y 2Z 9

4x 3y 2Z 25 [Ans. x 2, y 3,z 4]

+ − =

− + =

+ + = = = =

 

(ii)      

x y z 9

2x 5y 7z 52

2x y z 0 [Ans. x 1, y 3, z 5]

+ + =

+ + =

+ − = = = =

 

iz0 2  fl) dhft, 

 y?kq iz”u 

(i) 3 3 3

a b b c

b c c a 3abc a b c

c a a b

+

+ = − − −

+

. 

(ii)      
3 3 3

1 1 1

x y z (x y)(y z) (z x) (x y z)

x y z

= − − − + +  
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(iii)     

a b b c c a

b c c a a b 0

c a a b b c

− − −

− − − =

− − −

 

(iv)     

x a x 2a x 3a

x 2a x 3a x 4a 0

x 4a x 5a x 6a

+ + +

+ + + =

+ + +

 

iz0 3   fl) dhft, & ¼nh?kZ iz”u½ 

(i)      2

a b c 2a 2a

2b b c a 2b (a b c)

2c 2c c a b

− −

− − = + +

− −

 

iz0 4   X  dk eku Kkr dhft, tc & 

 

a a x

x x x 0

b n b

=  

8-13-1 vH;kl ds fy, iz”u ¼nh?kZ½ 

iz”u 1 & ,d O;fDr ftldh vk; 1200 :0 gS] oLrq X vkSj oLrq y ds Ø; ds 

fuEukafdr la;ksxksa ds e/; mnklhu jgrk gS D;ksafd nksuksa la;ksxksa ls mls leku larqf"V 

feyrh gSA 

(i)    x   dh 10  bdkb;k¡ y  dh 20  bdk;k¡ 

(ii)    x dh 15 bdk;k¡ y  dh 10  bdk;k¡ 

oLrq x vkSj y  dh dher Kkr dhft, \ 

[Ans.  60,  30] 

iz”u - 2 & ;g Kkr gS fd miHkksX (c)vkSj cpr (s) vk; (y)  ds Qyu gksrs gSa vkSj 

c s y |+ =  ;fn fdlh vFkZO;oLFkk esa c 100 0.5y,  s =50 + 0.35 y  = + oks c,s vkSj y ds 

larqfyr ewY; Kkr dhft,A  

[ mRrj & c 600,   s = 400, u = 1000]=  

iz”u & 3 fl) dhft, &  
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(i)  

13   16    19

14   17    20  =  O         

15   18    21

 

(ii)    

265    240   219

240    225   198 O

219   198    181

=  

(iii)    

29   26    22

25   31    27  =  O         

63   54    46

 

(iv)     

38   7     63

16   3     29  =  O         

27   5    46

 

(v)      2 2 2

3 3 2

a     b       c

a    b      c  =  abc(a-b)(b-c)(c-a)         

a    b      c

 

(vi)    

b+c    a         a

b       c+a      b  = 4abc

c       c       a+b

 

(vii)     

2 2

2 2

2 2

b c      bc    b+c

c a      ca     c+b 0

a b     ab     a+b

=  

iz0 4- fl) dhft, & 

 ( )
3

a+b+2c         a                b

    c           b+c+2a          b  2 a+b+c

    c               a            c+a+2b

=  

iz0 5-  gy dhft,  
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6 - x        3           3

  3         4 - x        5   0 

  3            5        4 - x

=  

iz0 6- fl) dhft, & 

  ( )
x + a        b           c

  a         x + b        c   x x + a + b + c

  a            b        x + c

=  

iz0 7- fl) dhft, & 

  

1 + a        1           1            1

  1         1 + b        1           1 1 1 1 1
 =  abcd  1+   +    +   +

  1            1        1 + c        1 a b c d

  1            1            1        1+d

 
 
 

 

iz0 8- gy dhft, & 

  

z

x

x z

x

z

1           log y      logx

logy        1         logy

logz     log y       1

  tgk¡ x, y,z /kukRed ( ve)+  gSaA  

Ans. (0,D;ksafd 1 2 3c  = c   = c ). 

iz0 9- x,  y dk eku ewY; Kkr dhft, tc &  

  

6i     -3i      1

4       3i     -1  = x + iy 

20     3        i

 

( )Ans.  x = 0  y = 0  

8-14 'kCnkoyh 

1-½ rduhdh Xkq.kakd & bls vkXkr fuxZZr vuqikr Hkh dgrs gSaA bldk ifjdyu 

okaf{kr {ks= ds vkXr esa ml {ks= ds dqy mRiknu dk HkkXk nsus ij Kkr fd;k 

tkrk gSA 
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2-½ rduhdh O;wg & ,slk O;wg ftlesa fofHkUu {ks=ksa ds m|ksXkksa ds rduhdh Xkq.kakd 

dks iafDr ,oa LrEHkksa esa n'kkZ;k tk;A 

8-15 lkjka”k   

izLrqr v/;k; esa izeq[k fcUnq fuEu gSa &  

� ;qxir lehdj.kksa esa vklu gy ds fy;s chtXf.kr esa fo’ks"k fof/k dk iz;ksx 

fd;k tkrk gS ftls lkjf.kd dgrs gSaA  

� lkjf.kd nks ;k nks ls vf/kd xq.kuQyksa ds vUrj dh lkadsfrd vfHkO;fDr gSA  

� lkjf.kd dk Øe & fdlh lkjf.kd ds vUrxZZr ftrus LrEHk o iafDr;k¡ gksrh gSa] 

og la[;k gh lkjf.kd dk Øe dgykrh gSA  

� lkjf.kd esa la[;kvksa tSls 1 1 x(a ,   b   . . . . . x )  dks ekSfyd va”k 

(Constituents) rFkk buds xqq.kuQy ( )1 2 2 1 n ma  b ,   a   b   .  .   . m  n  dks 

vo;o (elements) dgrs gSaA  

� lkjf.kd ds ekSfyd va”kks dh la[;k mlds Øe }kjk fu/kkZfjr gksrh gS tSls 

f}rh; Øe ds lkjf.kd es 22  = 4  ekSfyd va”k gksaXks rFkk r`rh; Øe ds 

lkjf.kd esa 33   =  9 gksaxsA  

� lkjf.kd ds Øe }kjk gh rRoksa dk fu/kkZj.k gksXk] tSls f}rh; Øe esa rRoksa dh 

la[;k 2L = 2 gksXh rFkk rr̀h; Øe esa rRoksa dh la[;k 3L =  6  gksXkhA  

� lkjf.kd ds vo;o  dks miladsrks }kjk iznf”kZr fd;k tkrk gS tSls 

11 21 ija ,   a ,    a ,  ftlesa i   =  iafDr  j  =  LrEHk dk eku gksrk gSA  

� lkjf.kd esa iafDr;ksa vkSj LrEHkksa dh la[;k leku gksrh gSA  

� lkjf.kd dk izlkj milkjf.kd }kjk fd;k tkrk gS] fdlh Hkh iafDr vFkok LrEHk 

dks ysdj lkjf.kd dk izlkj fd;k tk ldrk gSA  

� milkjf.kd (Minor)  & fdlh lkjf.kd ds fdlh vo;o dh milkjf.kd] ,d 

lkjf.kd gh gS tks vo;o ls lEcfU/kr iafDr vkSj LrEHk dks NksM+ nsus ij izkIr 

gksrh gSA bls ijM  ls iz;qDr djrs gSaA  
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� fdlh vo;o dh milkjf.kd gh vXkj fpUg ( )i j
1

+ −   ds lkFk fy[kh tk, rks 

og ml vo;o dk lg[k.M (cofactor)  gS &  

� tSls ija  dk lg[k.M  i+j

ij ijC   =   (-1)   M  

� tgk¡  ij ijM  -  a  dk milkjf.kd gSA  

� lkjf.kd foLrkj ds lkekU; fu;e ds vUrXZr izFke [k.M ( ),+  f}rh; ( ),−  

rr̀h; ( )+  gksXk D;ksafd tc i j+  dk tksM+ le rc fpUg ( )+  rFkk tc i j+  

dk tksM+ fo"ke rc fpUg ( v)−  gksrk gSA  

� lkjf.kd dh fo’ks"krk,¡ ns[ks [k.M 8-9  

� nks lkjf.kdksa dk xqqq.kk rHkh fd;k tk ldrk gS] tc os leku dksfV ds gksaA  

� Øsej dk fu;e & lkjf.kd dh lgk;rk ls ;qxir lehdj.kksa ds gy dh fof/kA  

� fdlh lkjf.kd dk vodyu Kkr fd;k tk ldrk gS tcfd mlds vo;o 

fdlh pj ds lkis{k vodyuh; gksaA  

8-16 lanHkZ XkzUFk 

� RGD Allen (1998) � �Mathematical Analysis for Economists�, 

Macmillan India Limited, Delhi. 

� lqnkek flag] vks0ih0 flag] okbZ0 ds0 flag (2002) & vFkZ”kkL=h; Xkf.kr ,oa 

izkjfEHkd lkaf[;dh & jk/kk ifCydsLkUl] ubZ fnYyhA 

� D.R. Agarwal (2001) � Mathematics for Economists � Vrinda 

Publications (P) Ltd., Delhi. 

� ,l0,u0 yky] ,y0ds0 prqosZnh (2010) & ifjek.kkRed fo’ys"k.k] f”ko 

ifCyf”kaXk gkml] bykgkcknA 
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bdkbZ & 9 vkXkr fuxZZr lkfj.kh fo'ys"k.k 

 

9-1 izLrkouk 

9-2 mn~ns'; 

9-3 eq[; HkkXk  

9-3-1 vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dk bfrgkl  

9-3-2 vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dh ekU;rk,a  

9-3-3 vkfFkZd leL;k  

9-4  fy;ksufrQ dk vkXkr fuxZZr ekWMy 

9-4-1fy;ksufrQ dk LFkSfrd vkXkr fuxZZr [kqyk ekWMy  

9-4-2fy;ksufrQ dk vkXkr fuxZZr cUn ekWMy 

9-4-3 fy;ksufrQ dk izkoSfXkd ekWMy 

9-5  vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dh lhek,a 

9-6  egRo 

9-7  lkjka'k 

9-8  'kCnkoyh 

9-9  vH;kl iz'uksa ds mRrj 

9-10 lUnHkZ lfgr xzUFk 

9-11 mi;ksxh@lgk;d xzUFk 

9-12 fucU/kkRed iz'u  
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9-1 izLrkouk 

fiNyh bdkb;ksa esa lkaf[;dh rduhdksa dh foLrkjiwoZd leh{kk dh Xk;h gSA izLrqr bdkbZ 

fØ;kRed 'kks/k rduhdksa ds ek/;e ls O;olkf;d miØe ds vUrXkZr izcU/kdksa }kjk 

le;&le; ij dk;ZØfed fu.kZ; ysus esa lgk;d gksXkhA 

vkXkr fuxZZr lkfj.kh fo'ys"k.k fiNys rhu n'kdksa ls fodkl fu;kstu esa ,d 

egRoiw.kZ Hkwfedk vnk dj jgh gSA ;g rduhd ,d rjQ vFkZO;oLFkk dh izd`fr dks 

leXz :i ls le>us esa rFkk nwljh vksj ?kjsyw vFkZO;oLFkk dh lkekftd vkfFkZd 

mn~ns';ksa cuke ckgjh vFkZO;oLFkk ds vkfFkZd mn~ns';ksa dks fpfUgr djus esa] fu;ksftr 

djus esa rFkk mls ykXkw djus esa vR;Ur lgk;d gSA 

;g rduhd vFkZO;oLFkk ds lkekU; lUrqyu dh O;k[;k djrh gSA rFkk bl /kkj.kk ij 

vk/kkfjr gS fd leLr vFkZO;oLFkk esa vkS|ksfXd var% lEcU/k vkSj vUr% fuHkZjrk,a gksrh 

gSaA 

9-2 mn~ns';  

izLrqr bdkbZ ds v/;;u ls ge ;g le> ldsaxs fd 

1-½ vkXkr fuxZZrrduhd fdl ij vk/kkfjr gSA 

2-½ vkXkr fuxZZrlkj.kh fdl izdkj fufeZr gksrh gSA 

3-½ vkXkr fuxZZr Xkq.kkad dk ifjdyu dSls fd;k tkrk gSA 

4-½ fy;ksufrQ dk LFkSfrd vkXkr fuxZZr [kqyk ekWMy D;k gS vkSj ;g muds vkXkr 

fuxZZr cUn ekWMy ls fdl :i esa fHkUu gSA 

5-½ fy;ksufrQ dk izkoSfXkd ekWMy fdl izdkj ls LFkSfrd vkXkr fuxZZrekWMy ls 

fHkUu gSA 

6-½ vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dh D;k lhek,a gSA 

9-3 eq[; HkkXk  

9-3-1 vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dk bfrgkl  

vkXkr fuxZZrfo'ys"k.k dks loZizFke Qzkalhlh vFkZ'kkL=h dsus (Quesnay) us vius 

fl)kUr Tableau Economique ds vUrZXr izLrqr fd;k FkkA ijUrq bldk fodkl 

^^vkXkr fuxZZr iwath izokg i)fr** ds :i esa gkjoMZ fo'ofo|ky; ds izks0 oSflyh- MCyw- 
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fy;ksufrQ (Wassily. W. Leontief) us fd;kA bl vkfFkZd fo'ys"k.k ds {ks= esa 

egku ;ksxnku ds fy;s mUgs 1973 esa ukscsy iqjLdkj Hkh iznku fd;k Xk;kA 

 vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dks vUr% vkS|ksfXkd izokg fo'ys"k.k ;k vUr% vkS|ksfXkd 

lEcU/k fo'ys"k.k] {ks=h; izokg fo'ys"k.k rFkk cgq&{ks=h; izokg fo'ys"k.k Hkh dgk tkrk 

gSA vkfFkZd fo'ys"k.k dh bl fof/k dk iz;ksx vFkZO;oLFkk dh ijLij fuHkZjrkvksa rFkk 

tfVyrkvksa dks le>us ds fy;s vUr% m|ksXk ds v/;;u gsrq fd;k tkrk gSA ;g 

fo'ys"k.k vFkZO;oLFkk ds lkekU; lUrqyu dh O;k[;k djrs gq;s fofHkUu {ks=ksa esa fuxZrksa 

ds vkoaVu dks izLrqr Hkh djrk gSA fy;ksfUrQ us vesfjdk ds fy;s o"kZ 1919] 1929 ,oa 

1939 ds fy;s ,sls gh lkfjf.k;ksa dk izLrqrhdj.k fn;k FkkA 

 bl rduhd dk ewy vk/kkj vFkZO;oLFkk ds fofHkUu m|ksXksa dh ijLij fuHkZjrk 

dh ekU;rk gS tks vkXkr fuxZZr ds lEcU/kksa ds :i esa mn; gksrh gSA ,d m|ksXk dh 

vkXr nwljs dh fuXkZr gksrh gS vkSj foykse'k% HkhA varr% muds ijLij lEcU/kksa ds 

QyLo:i leLr vFkZO;oLFkk esa iwfrZ vkSj ekax dk lUrqyu LFkkfir gks tkrk gSA 

9-3-2 vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dh ekU;rk,a  

1-½ lEiw.kZ vFkZO;oLFkk nks {ks=ksa esa foHkkftr gSA var% m|ksXk {ks= vkSj vafre ekax {ks= 

lkekU;r% ;g eku ysrs gSa fd  n m|ksXk vkSj n oLrq,a gSaA 

2-½ izR;sd {ks= dk mi foHkktu fd;k tk ldrk gSA 

3-½ izR;sd m|ksXk ek= ,d lekax oLrq dh lekax bdkb;ksa dk mRiknu djrk gSA 

;fn dksbZ m|ksXk nks ;k vf/kd oLrqvksa dk ,d fuf”pr vuqikr esa mRiknu 

djrk gS] rks mUgs ,d lekax oLrq ds :i esa fy[kk tk ldrk gSA 

4-½ fdlh ,d m|ksXk dk fuxZr fdlh vU; m|ksXk ds vkXkr ds :i esa dke esa yk;k 

tkrk gSA 

5-½ mRiknu dh rduhd leku jgrh gSa 

6-½ vkXkr rFkk fuxZZr eqnzk ewY; ds :i esa O;Dr fd;s tkrs gSaA 

7-½ mRiknu dh ckg; ferO;f;rk,a rFkk vferO;f;rk,a ugha ik;h tkrhA 

8-½ vFkZO;oLFkk iw.kZr% lUrqfyr gSa 
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9-½ lHkh vkXkrksa dks ,d fLFkj vuqikr esa iz;qDr fd;k tkrk gSA nwljs 'kCnksa esa 

mRiknu fLFkj izfrQy ds fu;e ds vUrXZr gksrk gSA 

10-½ Je ,dek= izkFkfed vkXkr gSA 

9-3-3 vkfFkZd leL;k  

vkXkr fuxZZrfo'ys"k.k ds v/;;u esa rhu egRoiw.kZ fcUnqvksa dks js[kkafdr djuk vko';d 

gSA 

1-½ ;g fo'ys"k.k mRiknu ls lEcfU/kr gSA ekax Qyu dk dksbZ LFkku ugha gSA ;gka 

leL;k rduhdh gSA ,d mRiknd izk;% ;g fu/kkZfjr djus dks mRlqd gksrk gS 

fd D;k mRikfnr djuk gS vkSj fdruh ek=k esa vkXrksa dks mRiknu fØ;k esa 

iz;qDr djuk gSA 

2-½ ;g fo'ys"k.k vkuqHkfod vuqla/kku ij vk/kkfjr gSA ;g fo'ks"krk bls okyjl ds 

lkekU; larqyu fo'ys"k.k ls fHkUu djrh gSA vkXkr fuxZZrekWMy ,d ladqfpr 

ekWMy gS D;ksafd ;g mRiknu i{k dk gh voyksdu djrk gS vkSj vFkZO;oLFkk ds 

ekax i{k dh iw.kZr;k vogsyuk djrk gSA 

3-½ bl rduhd ls Kkr fd;k X;k fuXZr cktkj dh larqyu n'kkvksa dk larq"V ugha 

djrk gSA ;gka lekU; larqyu fo'ys"k.k dk iz;ksx ek= vkXkr fuxZZrfo'ys"k.k ds 

vFkZO;oLFkk ds fofHkUu {ks=ksa ds ijLij fuHkZjrk ds gh lanHkZ esa fy;k Xk;k gSA 

;g vUr% lEcU/k blfy;s mRiUu gksrk gS D;ksfd izR;sd m|ksXk nwljs m|ksXk ds fuXkZr dks 

vkXkr ds :i esa iz;qDr djrk gSA mnkgj.k ds fy;s% LVhy dk iz;ksx jsyos m|ksX ,oa 

isVªksfy;e m|ksX ds }kjk gksrk gSA blh izdkj jsyos vkSj isVªksy LVhy m|ksXk ds }kjk 

iz;ksx fd;k tkrk gSA vr% ewy leL;k bl ckr dks tkuuk gS fd vafre miHkksXk ds 

fy;s D;k cp ldrk gS vkSj bl fuXkZr dh fdruh ek=k mRiknu izfØ;k ds vkXkrksa ds 

:i esa iz;ksx dh tk; ftlls fd ;s 'kq) fuXkZr izkIr gks lds ;fn ekax C;©jk izkIr gks 

tk; rks bl fo'ys"k.k dk iz;ksx vfXkze mRiknu vko';drkvksa dh Hkfo";ok.kh esa fd;k 

tk ldrk gSA vkfFkZd fu;kstu rFkk fiNM+s bykdksa dh vkfFkZd fodkl dh leL;k esa Hkh 

bl fo'ys"k.k dk iz;ksx fd;k tk ldrk gSA bldk vR;Ur egRoiw.kZ iz;ksx jk"Vªh; vk; 

ys[kkadu vkO;wg dh jpuk esa gSA 
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9-4 fy;ksufrQ dk vkXkr fuxZZr ekWMy 

vkXkr fuxZZrfo'ys"k.k ds v/;;u gsrq fy;ksufrQ us ekU;rkvksa ds vk/kkj ij rhu eq[; 

ekWMy dks izLrqr fd;k& 

1-½ fy;ksufrQ dk LFkSfrd vkXkr fuxZZr [kqyk ekWMy 

2-½ fy;ksufrQ dk LFkSfrd vkXkr fuxZZr cUn ekWMy 

3-½ fy;ksufrQ dk izksoSfXkd ekWMy 

9-4-1 fy;ksufrQ dk LFkSfrd vkXkr fuxZZr[kqyk ekWMy  

[kqys ekWMy ds vUrXZr n mRiknd {ks=ksa }kjk fufeZr n X n Øe ds vkXkr fuxZZr O;wg esa 

[kqyk {ks= (open sector) ys fy;k tkrk gSA [kqys {ks= ds vUrxZZr rF;ksa dh lwpuk 

ckgjh :i }kjk izkIr gksrh gSA rFkk bldk lEcU/k vU; mRiknd {ks=ksa ls ugha gksrkA 

vFkkZr bldk rkRi;Z ml {ks= ls gS tgka m|ksXksa ds izkIr fuXZrksa ds ,d HkkXk dj iw.kZ :i 

ls miHkksXk gsrq ekax dh tkrh gSA 

mnkgj.k% 

vFkZO;oLFkk rhu {ks=ksa esa foHkkftr gSA ;gka ij /;ku nsus ;ksX; ckr ;g gS fd d`f"k ,oa 

m|ksXk vUr% m|ksXk ds :i esa rFkk ?kjsyw {ks= dks vafre {ks= ds :i esa iznf'kZr fd;k 

Xk;k gSA vkXkr fuxZZr lkfj.kh esa rhuksa {ks=ksa ds fuxZZr dks iafDr;ksa (rows) }kjk {kSfrt 

:i esa n'kkZ;k Xk;k gS ,oa bu {ks=ksa ds vkXkr dks LrEHkksa (column) }kjk yEcor~ :i 

esa n'kkZ;k Xk;k gSA 

izFke iafDr dk dqy ;ksx 300 bdkb;ka gS tks d`f"k dk dqy fuxZZr iznf'kZr djrh gSA 

blesa ls 50 bdkb;ka Lo;a d`f"k {ks= esa] 200 bdkb;ka m|ksXk rFkk 'ks"k 50 bdkb;ka ?kjsyw 

{ks= esa vkXkr ds :i esa iz;ksx esa ykbZ tkrh gSaA 

lkfj.kh dh f}rh; iafDr esa m|ksXk {ks= ds dqy mRiknu dks iznf'kZr fd;k Xk;k gSA 

m|ksXk {ks= esa dqy 150 bdkb;ksa dk mRiknu gksrk gSA ftlesa ls 55 bdkb;ka d`f"k] 25 

bdkb;ka Lo;a m|ksXk rFkk 70 bdkb;ka ?kjsyw {ks= esa iz;qDr gksrh gSaA 

blh izdkj ls LrEHkksa esa bu {ks=ksa ds ykxr dks n'kkZ;k Xk;k gSA izFke LrEHk bl ckr dks 

lwfpr djrk gS fd d`f"k {ks= esa 300 bdkb;ksa dk dqy mRiknu djus ds fy;s 125 

bdkb;ksa dh ykxr gksrh gS] ftlesa ls 50 bdkb;ka Lo;a d`f"k {ks= ls] 55 bdkb;ka m|ksXk 
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rFkk 20 bdkb;ka ?kjsyw {ks= ls vkXkr ds :i esa dke esa ykbZ tkrh gSaA f}rh; LrEHk ;g 

n'kkZrk gS fd m|ksXk dh 150 bdkb;ksa ds mRiknu ds fy;s 225 bdkb;ksa ds cjkcj 

ykxr yXkkbZ tkrh gSA ftlesa ls 200 bdkb;ka d`f"k] 25 bdkb;ka Lo;a m|ksXk rFkk 30 

bdkb;ka ?kjsyw {ks= ls vkXkr ds :i esa dke esa ykbZ tkrh gSaA 

rr̀h; LrEHk esa 'kwU; ;g izdV djrk gS fd ?kjsyw {ks= miHkksXk {ks= gS tks dqN Hkh foØ; 

ugha djrkA 

                  lkfj.kh &1 % vkXkr fuxZZr lkfj.kh 

 {ks= Ø; {ks= dqy mRiknu 

;k dqy vk; d`f"k ¼1½ m|ksXk ¼2½ vafre ekax 

¼3½ 

foØ; {ks= 

1- d`f"k 50 200 50 300 

2- m|ksXk 55 25 70 150 

3- ?kjsyw 20 30 0 50 

 dqy ykxr 125 255 120 500 

bl ekWMy esa u flQZ fofHkUu m|ksXkksa ds fy;s vko';d vkXkrksa ij vfirq miHkksDrkvksa 

}kjk izLrqr miHkksXk ekax ¼vafre HkksXk½ dks Hkh iznf'kZr fd;k Xk;k gSA vr% ;g [kqyk 

ekWMy gSA 

mi;ZqDr lkfj.kh dh lgk;rk ls lkekU; izns'k O;wg dh jpuk dh tk ldrh gSA 

lkfj.kh &2 % izns'k O;wg 

 {ks= Ø; {ks= dqy fuXkZr 

d`f"k ¼1½ m|ksXk ¼2½ vafre ekax 

¼3½ 

foØ; {ks= 

1- d`f"k X11 X12 D1 X1

2- m|ksXk X21 X22 D2 X2 

3- ?kjsyw X31 X23 O X3 

 LrEHkksa dks ysus ij fuEu mRiknu Qyu cusXkkA 

  X1 = f1 (X11, X21, X31) 
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 vFkok 300 = f1 (50, 55, 20)   ¼lkfj.kh 1 ds vuq:i½ 

  X2 = f2 (X12, X22, X23) 

 vFkok 150 = f2 (200, 25, 30)   

blh izdkj ;fn 'n' mRiknd {ks= gSa rks {ks= n dk mRiknu Qyu bl izdkj gksXkk 

  Xn = fn (X1n, X2n, X3n .................. Xnn) 

lkfj.kh dh iafDr;ka izR;sd mRikn dh ekax ,oa iwfrZ ds chp leUo; dks iznf'kZr djrh 

gSaA 

 vFkkZr X1 = X11 + X12 + D1

  X2 = X21 + X22 + D2

X3 = X31 + X32  

;fn vc ;g eku fy;k tk; fd i m|ksXk dk dqy mRiknu n m|ksXkksa }kjk vkXr ds 

:i esa dke esa yk;k tkrk gS] rc ,slh n'kk esa 

Xi = Xi1 + Xi2 + ........................ Xin + Di

pwafd fy;ksufrQ us fLFkj rduhdh Xkq.kkad ¼vkXkr fuxZZr vuqikr½ dh /kkj.kk dks Lohdkj 

fd;k gS] vr% ,slh n'kk esa rduhdh Xkq.kkad gksXkk & 

  aij = Xij / Xj

;gka Xij = i oka m|ksXk dk mRiknu tks fd j osa m|ksXk }kjk dke esa yk;k tkrk gSA 

Xij  =  j  osa m|ksXk dk dqy mRiknu 

rduhdh O;wg ¼vkXkr fuxZZr Xkq.kkad½ 

 {ks= Ø; {ks= dqy mRiknu 

;k dqy vk; d`f"k ¼1½ m|ksXk ¼2½ vafre ekax 

¼3½ 

foØ; {ks= 

1- d`f"k 0-16 1-33 50 300 

2- m|ksXk 0-18 0-16 70 150 

3- ?kjsyw 0-06 0-20 0 50 
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rduhdh xqq.kkad   

bldks vkXkr Kkr djus ds fy;s okaf{kr {ks= ds vkXkr esa ml {ks= ds dqy mRiknu dk 

HkkXk ns fn;k tkrk gSA mnkgj.kkFkZ] d`f"k {ks= dk dqy mRiknu 300 bdkb;ka gSa rFkk 

d`f"k {ks= dk vkXkr 50] 55 rFkk 20 bdkb;ka gSa] ,slh n'kk esa rduhdh Xkq.kkad 50@300 

= 0-16 ]55@300 = 0-18 rFkk 20@300 = 0-06 blh izdkj ls nwljs {ks=ksa dk rduhdh 

xqq.kkad Kkr fd;k tk ldrk gSA 

[kqys ekWMy dk mnkgj.k 

eku yhft;s ,d lkekU; ekMy gSA 

Xi = Xi1 + Xi2 + ........................ Xin + Di

tgka Xi = i osa {ks= dk dqy mRiknu] i = 1, 2, 3, ............. n 

Xij = i osa {ks= ds mRiknu dk og HkkXk tks j osa {ks= }kjk vkXr ds :i esa dke esa yk;k 

tkrk gSA 

bl ekWMy dks n {ks=ksa ds fy;s bl izdkj izLrqr fd;k tk ldrk gSA 

X1 = X11 + X12 +........................ X1n + D1

X2 = X21 + X22 +........................ X2n + D2

X3 = X31 + X32 +........................ X3n + D3 

............................................................................................. 

Xn = Xn1 + Xn2 +........................ Xnn + Dn

rduhdh xqq.kkad    = aij = Xij / Xj

  Xij = aij.Xj

  X11 = a11X1, X12 = a12X2 vkfnA 

lehdj.k bl izdkj ls gksaxss 

X1 = a11X1 + a12X2 +........................ a1nXn + D1

X2 = a21X1 + a22X2 +........................ a2nXn + D2 

------------------------------------------------------- 
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------------------------------------------------------- 

Xn = an1X1 + an2X2 +........................ annXn + Dn

 ekWMy dks fuEuor :i esa O;Dr fd;k tk ldrk gS%& 

  n 

 Xi =  ∑  aij Xj + Di

  
j=1 

 vFkok X = AX + D 

   X1   a11  a12  ......  a1n  D1

   X2   a21  a21  ......  a2n  D2

;gka  X =  X3 A  =  .          D  =  . 

   .    .   

 . 

      . 

         Xn  an1  an2 ......  ann  Dn 

 

vr% D = X � AX = [I � A ] X 

  I = bdkbZ vkO;wg (Identity Matrix) gS 

  A = vkXkr Xkq.kkadks dk O;wg (Impact Coeff. Matrix) 

 vr%  X = [I-A] 
-1

 D 

  [I � A] 
-1 O;wg [I-A] dk izfrykse gSA 

9-4-2 fy;ksufrQ dk vkXkr fuxZZrcUn ekWMy 

fy;ksufrQ ds vkXkr fuxZZr [kqys ekWMy ds vUrXZr vfUre HkksX {ks= ¼?kjsyw {ks=½ dks 

okg; :i esa iznf'kZr fd;k Xk;k FkkA ijUrq ;fn bldk Hkh foy; ,d m|ksXk ekudj 

vkfFkZd O;oLFkk esa dj fn;k tk; rks dksbZ Hkh {ks= ,slk ugha jg tkrk gS ftldk lEcU/k 

okg; {ks= ls gksA 
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?kjsyw vFkok ifjokj {ks= ftldk vkXr miHkksXk gS rFkk fuxZr Je gS mls Hkh vkUrfjd 

:i ls fu/kkZfjr fd;k tkrk gSA ,slh n'kk esa izR;sd oLrq dh izd`fr ek/;fed oLrqvksa 

tSlh gksXh D;ksafd bl (n+1) m|ksXk O;oLFkk ls mRikfnr fuxZrksa dks bUgha fuxZZrksa ds 

mRiknu gsrq iz;ksx fd;k tkrk gSA bl n'kk esa vkXkr fuxZZr ekWMy dks ,d cUn ekWMy 

ds :i esa ns[kk tk ldrk gSA 

ekU;rk 

1-½ ;gka iw.kZ iz;ksfXkdrk dh fLFkfr fo|eku ekuh tkrh gSA 

2-½ lkFk gh lkFk fdlh rjg dk ljdkjh gLr{ksi dh laHkkouk dks Hkh udkj fn;k 

tkrk gSA 

3-½ cUn ekWMy ds vUrxZZr fons'kh O;kikj rFkk iwath fuos'k lEcU/kh leL;kvksa ,oa 

vU; izkoSfXkd rRoksa dh mis{kk dj nh tkrh gSA 

;gka (n+1) m|ksXksa esa ls izR;sd ,d fHkUu fuxZZr dh Xi (i=1, ....., n+1) ek=k 

dk mRiknu djrk gSA vafre {ks= ?kjsyw {ks= gS] ftldk mRiknu vFkok fuxZZr Xn+1 

gSA ;gka Xij = i osa m|ksXk dk fuxZZr] tks j osa m|ksXk dks tkrk gSA Xn+1, i osa Je 

dh og ek=k gS tks fd i osa m|ksXk esa iz;ksx dh tkrh gSA 

cUn ekWMy ds lUrqyu lehdj.kksa dk izFke lewg 

 Xkf.krh; :i esa cUn ekWMy dks bl izdkj O;Dr dj ldrs gSa& 

   n+1 

  Xi =  ∑  Xij  ------------------- (1) 

   
j=1 

    (i= 1,2, ...... n+1) 

  ∑ Xij = 0 ------------------- (2) 

 fLFkj rduhdh Xkq.kkad dh n'kk esa 

  Xij =  aij Xi  ----------------- (3) 

 leh- ¼3½ dk eku leh0 ¼1½ esa j[kus ij 

   n+1 
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  Xi =  ∑  Xi  

   
j=1  

vFkok 

   n+1 

  Xj =  ∑  aij Xi = 0 ----------------- (4) 

   
j=1 

leh0 ¼4½ lUrqyu leh0 dk izFke lewg gSA 

cUn ekWMy ds lehdj.kksa dk f}rh; lewg 

bl f}rh; lewg ds vUrXkZr ge ewY;ksa Pi (j=1,2, .... n+1) ij fopkj djrs gSaA ;gka 

Pi vfUre {ks= ¼?kjsyw {ks=½ dh Je nj gSA 

;g ekurs gq;s fd izR;sd m|ksXk esa izkfIr;ka rFkk ykxrsa leku gS] lUrqyu leh0 dks 

fuEuor O;qRikfnr fd;k tk ldrk gSA iosa m|ksXk ds fy;s  

izkfIr;ka = XiPi 

    n+1  n+1 

rFkk ykxrsa ∑  PiXij = ∑  (aijXi Pi )  

    
j=1  j=1 

tgka    Xij = aijXi

 lUrqyu dh n'kk esa 

     n+1  

  XiPi = ∑  aij.XiPi  

     
j=1  

     n+1  

vFkok  XiPi = ∑  aij.XiPi = 0 ------------- (5) 

     
j=1  

leh0 ¼5½ lUrqyu leh0 dk f}rh; lsV gSA 
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9-4-3 fy;ksufrQ dk izkoSfXkd ekWMy 

LFkSfrd ekWMy ds vUrxZr vFkZO;oLFkk ds fofHkUu {ks=ksa ds rduhdh xqq.kkadksa dh lgk;rk 

ls mudh ikjLifjd fuHkZjrk dk v/;;u fd;k tkrk gSA ijUrq ;s xqq.kkad  vFkZO;oLFkk 

esa LVkWd dh okLrfod vko';drk ij izdk'k ugha MkyrsA u gh bl ij izdk'k Mkyrs 

gSa fd lk/ku dh og ek=k tks m|ksXk }kjk [kir dh tkrh gS ds fy;s fdruh iwath dh 

vko';drk gksXkhA bl iwath dh ekax fLFkj iwath fofu;ksx tSls fuekZ.k] e'khu bR;kfn 

vFkok mRiknu ds fy;s dPps eky dk LVkWd cuk;s j[kus ds fy;s dh tkrh gSA vc 

;fn LFkSfrd vkXkr fuxZZr ekWMy ¼[kqyk ekWMy½ ds vUrXkZr iwath dk izHkko lfEefyr dj 

fy;k tk; rc ;g O;oLFkk xqq.kkRed gks tkrh gSA vr%] iwath fuos'kd izkoSfXkd vkXkr 

fuxZZr ekWMy dk ,d fof'k"V y{k.k gSA 

fy;ksufrQ dk izkoSfXkd vkXkr fuxZZr ekWMy LFkSfrd ekWMy dk lkekU;fdj.k gS vr% 

bldh ekU;rk,aW LFkSSfrd ekWMy ds vuq:Ik gksXkh A 

1-½ ,d m|ksXk ,d gh le:Ik OkLrq dk mRIkknu djrk gSA 

2-½ mRIkfRRk dh rduhd nh gq;h gSA 

3-½ mRifRRk ds lk/kuks dk la;ksx fLFkj gSA 

eku yhfTk;s Xi (t).t vOkf?k esa t Oksa m|ksXk ds fuXkZr dk dqy izOkkg gS] fTkldk iz;ksx 

rhu mn~ns';kas ds fy;s fd;k Tkkrk gSA 

1-½ vXkyh vOkf/k dh miHkksXk ekWXk Ci(t+1) ds fy;s  

2-½ n m|ksXk esa iawWTkh OkLrqvksa ds LVkWd esa 'kq) o`f) djus ds fy;s ∆Si(t) = 

S(i)(t+1) � Si(t) tgka Si(t) pkyw vof/k t esa iwath ds lafpr LVkWd dks izdV 

djrk gS rFkk vXkys o"kZ ds LVkWd dks] ewY; gzkl dks ugha fy;k tkrkA 

3-½ ml vof/k esa vFkZO;oLFkk ds n m|ksXksa Xj1(t), Xj2(t) bR;kfn esa mRiknu ds 

fy;sA 

bu n'kkvksa esa lUrqyu leh0 fuEuor gksXkk% 

Xi(t) = Ci(t+1) + Si(t+1) � Si(t) + Xi1(t) + Xi2(t) 

vFkZO;oLFkk esa dqy iwath LVkWd leLr m|ksXkksa ds iwath LVkWd dk ;ksx gksXkk 
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 Si(t) = Si1(t) + Si2(t) 

LFkSfrd ekWMy dh gh Hkkafr iwath Xkq.kkad dks fuEuor O;qRiUu fd;k tk ldrk gS% 

 bij = Sij/Xj 

tgka Sij = josa m|ksXk ds mRiknu dks i osa m|ksXk }kjk fd;k Xk;k 'kks/ku 

Xj = j osa m|ksXk dk dqy mRiknu rFkk bij = iwath xqq.kkad   

bij xqq.kkad  'kwU; gksus dh n'kk esa izkoSfXkd ekWMy LFkSfrd ekWMy cu tkrk gS] 

D;ksafd bldk vFkZ gS fd fdlh LVkWd dh vko';drk ugha gSA bij u rks 

_.kkRed gks ldrk gS] u gh vuUrA iwath xqq.kkad _.kkRed gksus dk vFkZ gS fd 

vkXkr gh m|ksXk dh fuXkZr gksrh gSA 

9-5 vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dh lhek,a 

1-½ ekU;rkvksa dh vO;kogkfjdrk %&xqq.kkad   dk fLFkj gksuk] vFkZO;oLFkk ds lHkh 

{ks=ksa dh iwath lajpuk leku gksuk vokLrfod gSA D;ksfd vf/kd mRiknu gsrq 

vkXrksa esa ifjorZu lEHko gS vkSj izR;sd {ks= esa iwath dh ekax fHkUu gh gksrh gSA 

2-½ tfVyrk&vusd lajpukRed lehdj.k ,oa Xkf.krh; rduhdksa dh lgk;rk ysus 

ds fy;s mPp Xf.kr rFkk lkaf[;dh; fof/k;ksa dk Kku vko';d gS tks vR;Ur 

tfVy gSa 

3-½ le:i mRikn&,d m|ksXk esa dsoy le:i vFkok lekax oLrqvksa dk mRiknu 

dh ekU;rk Hkh lgh ugha gS D;ksafd vkt ,d gh m|ksXk ds vUrXZr dbZ izdkj dh 

oLrqvksa dk mRiknu fd;k tkuk lEHko gSA 

4-½ js[kh; lEcU/kksa dk u gksuk& 

;g ekuk Xk;k gS fd ,d m|ksXk dk vkXr nwljs m|ksX dk fuXkZr gS] vr% m|ksXkksa 

esa js[kh; lEcU/k fo|eku gS tks rF;ksa ds foijhr gS] D;ksafd lk/kuksa dj 

vfoHkkT;rk ds dkj.k fuXkZr esa o`f) lnSo vkXkr esa o`f) ds cjkcj ugha gksrhA 

5-½ HkkSfrd bdkb;ksa dk iz;ksx&HkkSfrd bdkb;ksa ds :i esa vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k ds 

lUrqyu lehdj.kksa }kjk vFkZO;oLFkk dk leqfpr :i esa iwokZuqeku yXkuk dfBu 

gksrk gSA blds vfrfjDr fofHkUu oLrqvksa dh HkkSfrd eki Hkh fHkUu gksrh gSA 
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6-½ lk/ku izfrLFkkiu dh mis{kk&rduhdh xqq.kkad   dh fLFkjrk dh ekU;rk dk 

lk/ku izfrLFkkiu dh lEHkkoukvksa dks udkj nsrh gSA ijUrq izfrLFkkiu dh 

lEHkkouk,a vYi dky esa Hkh cuh jgrh gSaAa 

7-½ dqN lk/kuksa dh mis{kk&bl fo'ys"k.k esa mRiknu {ks=ksa dk fuekZ.k djrs le; 

dsoy m|ksXksa dks gh lfEefyr fd;k tkrk gSA vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k cSafdXk 

lsokvksa rFkk chek O;olk; vkfn dh vogsyuk djrk gS vFkok bUgas vU; {ks=kss esa 

lekfgr dj ysrk gSA 

9-6 egRo 

vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dk fu;sktu ,oa Hkkjr ds bl iapo"khZ; ;kstukvksa esa iz;ksx cgqrk 

ds lkFk fd;k X;kA ,d lqfu;ksftr vFkZO;oLFkk mu =qfV;ksa dks nwj djus dk iz;kl 

djrk gS tks ,d XkSj fu;ksftr vFkZO;oLFkk vUr% m|ksXk lEcU/kksa dks eqDr cktkj ds 

Hkjksls NksM+ nsrk gS tks Trial and error ds iz;ksx ls blesa lkeUtL; LFkkfir dj 

ikrh gSSSA ogha nwljh vksj ,d lqfu;ksftr vFkZO;oLFkk bu t:jh lEcU/kksa dks iwoZor gh 

lapkfyr djds m|ksXkksa dks mlh rjhds ls funsZf'kr dj nsrh gSA 

lksfo;r ;wfu;u vkSj dqN nwljh vFkZO;oLFkk us ¼Hkkjr lfgr½ fu;kstu dksss ,d cM+s 

iSekus ij ykXkw fd;k ftlls fd vFkZZO;oLFkk eas Xkfr;qDr fodkl gks ldsA 

fy;ksufrQ ds bl vkXkr fuxZZrfo'ys"k.k dks vUr% m|ksXkksa  lEcU/kksa ds vfrfjDr Hkh 

iz;ksx esa yk;k tk ldrk gSA tSls fd ns'k vFkok ns'kksa ds iz'kklfud {ks=ksa ds lUnHkZ esaA 

vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k esa dqN rduhdh lq/kkj djds ns'k vkS|ksfXkd ,oa d`f"k 

advancement dks izkIr dj ldrk gS] ;fn vFkZO;oLFkk ds vkS|ksfXkd {ks= ds fofHkUu 

{ks=ksa ds lEcU/kksa dks lgh izdkj ls tksM+ fn;k tk;A 

P.P.Pillai us loZizFke dsjy dh vFkZO;oLFkk ds fy;s vkXkr fuxZZr dk <kapk rS;kj 

fd;kA bl <kaps dk fo'ys"k.k djus ds fy;s mUgksus 24 vkS|ksfXkd {ks=ksa dks fpfUgr fd;k 

vkSj 24 X 24 vkXkr fuxZZr vkO;wg ds fy;s cM+s iSekus ij vkadM+s ,df=r djus dh 

dfBukbZ ds dkj.k fiYybZ th us vius v/;;u dks jkT; dh vFkZO;oLFkk ds vkS|ksfXkd 

{ks= rd gh lhfer fd;k vkSj 17 {ks=ksa dkss lekos'k fd;kA 
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muds v/;;u dk ;g fu"d"kZ Fkk fd dsjy ,d fuf”pr  :i ls [kqyh vFkZO;oLFkk gS 

tks 'ks"k Hkkjr ,oa nwljs vU; ns'kksa ds lkFk O;kikj djrh gSA 

lEiw.kZ Hkkjr Lrj ij Indian Statistical Institute }kjk lu 1950&51 esa vkXkr 

fuxZZr lkfj.kh dh 'kq#vkr gq;hA ftlesa vFkZO;oLFkk ds cM+s {ks=ksa dh lhfer la[;k dk 

v/;;u fd;k X;k D;ksafd i;kZIr vkadM+s miyC/k ugha FksA 36X36 dk izns'k vkO;wg 

1951&52 esa rS;kj fd;k Xk;k ftlesa ckn esa dqN la'kks/ku fd;s X;sA 1952 esa ;kstuk 

vk;ksx us CSO ds ek/;e ls vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k ij dk;Z djuk izkjEHk fd;kA 

1960&61 esa Long Run Planning Cell }kjk ,d vkO;wg rS;kj fd;k Xk;kA 

ikapoh iapo"khZ; ;kstuk ¼1975&79½ dh mRiknu y{; dh draught outline 66X66 

vkO;wg ds vk/kkj ij fu/kkZfjr dh X;hA lkFk 4X4 vkO;wg dks mRiknu y{; r; djus 

ds mn~ns'; ls iz;qDr fd;k X;kA vr% vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k] Hkkjr dh vkfFkZd fu;kstu 

esa ,d egRoiw.kZ LFkku j[krh gSA 

9-7 lkjka'k 

Qzkalhlh vFkZ'kkL=h dsus }kjk izLrqr fd;k Xk;k vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k vkSj rnqijkUr 

bldks fodflr djrs gq;s fy;ksufrQ }kjk vkfFkZd fo'ys"k.k dh bl fof/k dk iz;ksx 

vFkZO;oLFkk dh ijLij fuHkZjrkvksa vkSj tfVyrkvksa dks le>us ds fy;s vUr% m|ksXk ds 

lEcU/kksa ds v/;;u gsrq fd;k Xk;kA 

bl fo'ys"k.k dk vk/kkj lEiw.kZ vFkZO;oLFkk esa vkS|ksfXkd vUr% lEcU/k vkSj vUrZxr 

fuHkZjrk,a gSA ,d m|ksXk dk fuXkZr nwljs m|ksXk ds fy;s vkXkr dk Lo:i ys ysrk gSA 

fy;ksufrQ us LFkSfrd vkXkr fuxZZr [kqyk ,oa cUn ekWMy ds lkFk XkR;kRed vkXkr 

fuxZZr ekWMy Hkh izLrqr fd;kA fLFkj rduhdh Xkq.kkad ds ek/;e ls vkXkr fuxZZr vuqikr 

dh /kkj.kk dks Lohdkj fd;kA iwath dk izHkko lfEefyr djds izkoSfXkd vkXkr fuxZZr 

ekWMy dk ,d fof'k"V y{k.k izLrqr fd;kA 

9-8 'kCnkoyh 

3-½ vkXkr & mRiknu fØ;k esa iz;qDr gksus okyh oLrqA 

4-½ fuxZr & mRiknu izfØ;k ls fufeZr gksus okyh oLrqA 
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5-½ vkXkr fuxZZr lkfj.kh & fofHkUu {ks=ksa ds fuXZr dks iafDr;ksa }kjk ,ao vkXrksa dks 

LrEHkksa }kjk iznf'kZr djrh lkfj.kh] ftlesa dqy mRiknu ,oa dqy ykxr Hkh 

n'kkZ;h tk;A 

6-½ izns'k O;wg & vkXkr fuxZZr lkfj.kh dh lgk;rk ls lkekU; O;wg ftlesa 

vFkZO;oLFkk ds fofHkUu {ks=ksa ds m|ksXksa dks iafDr;ksa vkSj LrEHkksa esa n'kkZ;k tk; 

tgka iafDr {ks=ksa dh ekSfnzd izkfIr;ka ,oa LrEHk {ks=ksa dh dqy ykxr dks iznf'kZr 

djrs gSaA HkkSfrd :i esa iafDr fuXkZr dh iwfrZ ;k forj.k dks iznf'kZr djrh gS 

vkSj LrEHk m|ksXkksa dh vkXrksa dksA 

7-½ vkXkr fuxZZr cUn ekWMy & blds vUrxZZr ?kjsyw {ks= vFkok vafre ekax {ks= dks 

okg; :i esa iznf'kZr djrs gSaA 

8-½ vkXkr fuxZZr [kqyk ekWMy & blds vUrXkZr m|ksXkksa ls izkIr fuXkZrksa ds ,d HkkXk 

dh iw.kZ :i ls miHkksXk gsrq ekax dh tkrh gSA 

9-½ izkoSfXkd vkXkr fuxZZrekWMy & ;fn LFkSfrd vkXkr fuxZZr ekWMy ¼[kqyk ekWMy½ 

ds vUrXkZr iwath dk izHkko lfEefyr dj fy;k tk; rc ;g O;oLFkk XkR;kRed 

gks tkrh gSA 

9-9 vH;kl iz'uksa ds mRrj 

1-½ vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k ls vki D;k le>rs gSa \ 

2-½ vkXkr fuxZZr fo'ys"k.k dh D;k ekU;rk,a gSa \ 

3-½ fy;ksufrQ ds vkXkr fuxZZr [kqyk fun'kZ dh Xkf.kr }kjk O;k[;k dhft;sA 

4-½ vkXkrfuxZZr fo'ys"k.k dksloZizFke izLrqr djus okys vFkZ'kkL=h dk uke D;k Fkk \ 

5-½ fy;ksufrQ ds vkXkr fuxZZr iwath izokg i)fr dk fodkl djus ds fy;s mUgs 

D;k lEeku fn;k Xk;k \ 

6-½ izkoSfXkd vkXkr fuxZZr ekWMy esa fdl dh Hkwfesdk ,d fof'k"V y{k.k dk :i 

ysrh gS \ 

7-½ rduhdh xqq.kkad   dks vkSj fdl uke ls tkuk tkrk gS \ 

mRrj 4- dsus  5- 1973 dk ukscsy iqjLdkj 6- iwath fuos'k dh 7- vkXkr fuxZZr vuqikra  
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9-10 lUnHkZ lfgr xzUFk 

1-½ ,l0 ,e0 'kqDyk ,oa lgk;% ¼2004½  ifj.kkRed i)fr;ka] lkfgR; Hkou 

ifCyds'kUl] vkXkjk 

2-½ Agarwal.H.S% ¼1978½ "A Mathematical Approval to Economic 

Theroy",LaXmi Narayan Agrawal, Agra 

3-½ Mehta.P.L% ¼2007½  Managerial Economics, "Analysis, Problems 

& Cases", Sultan Chand & Sons, New Delhi 

9-11 mi;ksxh@lgk;d xzUFk 

1. Kumar, Anil ( 2008) Statistical Research Methodology, Aifa 

Publishing House.        

2. Singh,. S.P. ((2010) Principles of Statistics , S&Chand Publishing 

House . 

3. Bhardwaj, R.S. (2000). Mathematics for Economics and Business, 

EXcel Books. 

4. Bose, D. ( 2003), An Introduction to Mathematical Economics, 

Himalaya Publishing House. 

9-12 fucU/kkRed iz'u  

1½ vkXkr fuxZZr fo”ys’k.k ls vki D;k le>rs gSA 

2½ vkXkr fuxZZr fo”ys’k.k dh D;k ekU;rk,a gSA 

3½ fy;ksfÙkQ ds vkXkr fuXkZr [kqyk fun”kZ dh Xkf.kr }kjk O;k[;k dhft;sA 

4½ fuEufyf[kr vkXkr fuxZZr lkj.kh ls lEcfU/kr izkoSf/kd Xkq.kkad lkj.kh cukb;sA 

m|ksXk 1 2 vafre ;ksx Dqy mRiknu 

1 20 20 60 100 

2 15 15 20 50 

Je 10 15   
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इकाई 10- रै�खक �ो�ा
मगं 

10-1 izLrkouk 

10-2 mn~ns'; 

10-3 js[kh; izksXkzkfeaXk ;k js[kh; izk;kstu dh ifjHkk"kk  

10-4 js[kh; izksXkzkfeaXk dh mRifRr ,oa fodkl 

10-5 js[kh; izksXkzkfeaXk ds mn~ns'; 

10-6 js[kh; izksXkzkfeaXk dh vk/kkjHkwr ekU;rk,a 

10-7 XkzkQh; fof/k ds izeq[k pj.k 

10-7-1 js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k ds gy dh js[kkfp=h; vFkok XkzkQh; fof/k 

10-7-2 inkFkksZa dk p;u% vf/kdre ykHk dh izkfIr 

10-7-3 ykxr U;wure djuk 

10-8 flEiysDl fof/k 

10-8-1 js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k dks flEiysDl fof/k ls gy djukA 

10-9 js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k dk }Sr 

10-9-1 fdlh izkFkfed dk }Sr cukuk 

10-10 jSf[kd izksXkzkfeaXk ds ykHk 

10-11 js[kh; izksXkzkfeaXk dh lhek, 

10-12 lkjka'k 

10-13 'kCnkoyh 

10-14 vH;kl iz'uksa ds mRrj 

10-15 lanHkZ lfgr XkzUFk 

10-16 mi;ksxh@lgk;d XkzUFk 

10-17 fucU/kkRed iz'u
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10-1 izLrkouk 

fiNyh bdkb;ksa esa vkius lhekUr fo”ys’k.k ds fofHkUu igyqvksa dk v/;;u fd;kA fdlh 

Hkh vFkZO;oLFkk dh dsUnzh; leL;k O;olk; esa vf/kdre ykHk vftZr djus dh gksrh gSA 

bl y{; dh izkfIr djus gsrq] vFkZO;oLFkk esa miyC/k lhfer lk/kuksa dk vuqdwyer 

iz;ksx djuk gksrk gSA bu lhfer lk/kuksa dk fofHkUu {ks=ksa esa vkoaVu djuk] fdlh Hkh 

vFkZO;oLFkk ds fy;s dfBukbZ dk dk;Z gksrk gSA lhekUr fo”ys’k.k bu leL;kvksa dk 

lek/kku djus esa iw.kZ :Ik ls lQy ugha gks ldkA 

izLrqr bdkbZ esa bUgh O;kogkfjd leL;kvksa dk lek/kku djus ds mn~ns”; ls js[kh; 

izk;kstu rduhd dk fodkl gqvk tks tfVy Xkf.kr ds iz;ksx ls mRiknu dh fofHkUu 

leL;kvksa dk gy djrk gSA 

izLrqr bdkbZ esa js[kh; izksXkzkfeaXk dh Xkf.krh; rduhd, mRifRr ,oa fodkl, blds 

vuqiz;ksx ,oa XkzkQh; vkSj flEIkysDl fof/k dks mnkgj.kksa ds ek/;e ls foLrkj ls 

le>k;k Xk;k gSA 

10-2 mn~ns'; 

bl bdkbZ ds v/;;u ds mijkUr vki ;g tku ldsaxsas fd 

7-½ js[kh; izksXkzkfeaXk fdl izdkj mRiknu fu.kZ;ksa esa vf/kd ;FkkZFkrk ykrk gSA 

8-½ fuf”pr  izfrcU/kksa ds vUrXZr ykxr U;wure ,oa ykHk vf/kdre dSls fd;k tk 

ldrk gSA 

9-½ js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k ds gy dh XzkQh; fof/k ,oa flEIkysDl fof/k dk foLr`r 

ls v/;;u dj ldsaxsA 

10-½ js[kh; izksXkzkfeaXk dks m|ksX ,oa O;olk; ds vfrfjDr vU; fdu {ks=ksa esa izeq[k 

fu.kZ;u rduhd ds :i esa iz;ksx fd;k tkrk gSA 

10-3 js[kh; izksXkzkfeaXk ;k js[kh; izk;kstu dh ifjHkk"kk  

js[kh; izk;sktu nks 'kCnksa ls feydj cuk gS& js[kh; ftldk vFkZ gS ljy js[kk ,oa 

izk;kstu ftldk rkRi;Z gS lqO;ofLFkr ;kstukA js[kh; izk;kstuk ,d ,slh rduhd gS tks 

fuf”pr  izdkj dh leL;kvksa] fo'ks"kdj mRiknu dh leL;kvksa ds lek/kku ds fy;s 

tfVy Xf.kr dk iz;ksx djrh gSA dksbZ Hkh QeZ vius mRiknu dks vf/kdre djus ds 
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fy;s ,d lqO;ofLFkr ;kstuk dk fuekZ.k djrh gSA ,d fuf”pr  ek=k dk mRiknu 

fofHkUu oSdfYid fof/k;ksa }kjk gks ldrk gS ijUrq ,d QeZ dk mn~ns'; ;gh gksrk gS fd 

dqN fuf”pr  izfrcU/kksa ds vUrXZr bl izdkj dk fu.kZ; djus esa lgk;d gks ftlls fd 

ykxr U;wure rFkk ykHk vf/kdre izkIr gks ldsA bls U;wure ykxr la;ksx dh fof/k ds 

vUrXZr fd;k tkrk gSA js[kh; izksXkzkfeaXk }kjk fofHkUu lk/kuksa dh mu ek=kvksa dk fu/kkZj.k 

Xf.kr dh lgk;rk ls fd;k tk ldrk gS ftlls fd oLrq dh ,d fuf”pr  ek=k dk 

mRiknu U;wure ykxr esa laHko gks ldsA 

10-4 js[kh; izksXkzkfeaXk dh mRifRr ,oa fodkl 

js[kh; izksXkzkfeaXk dk loZizFke :lh Xf.krK Jh ,y0 ch0 dka=ksfop us izLrqr fd;kA vU; 

vFkZ'kkL=h ftlesa MkQZeSu] diwj rFkk dwieSUl izeq[k gSa] us Hkh bl rduhd ds fodkl esa 

egRoiw.kZ ;ksxnku fn;kA fdUrq bldk loksZRre fodkl f}rh; fo'o ;q) ds i'pkr~ 

1946 esa vesfjdu Xf.krK Mh0 ch0 MSVftXk }kjk fd;k Xk;kA bUgksus js[kh; izk;kstuk 

rduhd ds ek/;e ls Xf.krh; leL;kvksa ds lek/kku dh vis{kkdr̀ Js"B fof/k dk 

vkfo"dkj fd;kA 

10-5 js[kh; izksXkzkfeaXk ds mn~ns'; 

js[kh; izksXkzkfeaXk ds fuEufyf[kr mn~ns'; gSa& 

1-½ lcls izeq[k mn~ns'; mRiknu fØ;k dh bl leL;k dk lek/kku djuk gS fd 

ykHk dSls vf/kdre fd;k tk; ,oa ykxr dSls U;wure dh tk;A 

2-½ ,slh uhfr dk fodkl fd;k tk; ftlls vFkZO;oLFkk esa Hkfo"; dh ekax dks iwjk 

djus ds lkFk&lkFk mRiknu ;kstuk dk fuekZ.k Hkh gks lds ftlesa vUos"k.k uhfr 

dh ykxr dks U;ure fd;k tk ldsA 

3-½ vkXrksa dh vkiwfrZ dks lqfuf”pr  djus ds lkFk&lkFk mRiknu esa iz;qDr gksus 

okyh e'khuksa] Je vkfn dk i;kZIr <aXk ls forj.k fd;k tk lds ftlls fd bu 

lalk/kuksa dk vuqdwyre iz;ksx gks ldsA 

4-½ mRikfnr gksus okyh oLrq dh la[;k bl izdkj fuf”pr  gks ftlls fd 

vf/kdkf/kd ykHk vftZr fd;k tk ldsA 
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5-½ mRikn dk loksZRre <aXk ls foKkiuksa ds ek/;e ls vf/kdkf/kd izpkj gksA ,slk 

djus ds fy;s fofHkUu foKkiu ek/;eksa dk mfpr vuqikr esa fuf”pr  foKkiu 

ctV fu/kkZj.k djuk Hkh bl rduhd dk mn~ns'; gSA 

6-½ mRiknu djus ds lkFk&lkFk forj.k dh O;oLFkk Hkh bl izdkj gks ftlls fd 

ifjogu ykxr U;wure gks ldsA 

10-6 js[kh; izksXkzkfeaXk dh vk/kkjHkwr ekU;rk,a 

1-js[kh; lEcU/k 

fLFkj iSekuksa ds izfrQy fu;e ij vk/kkfjr js[kh; izk;kstuk ljyrk cuk;s j[kus ds 

fy;s js[kh; lehdj.k }kjk O;Dr fd;k X;k gSA ftlls vkXr&fuXZr lEcU/k dks ,d 

ljy js[kk }kjk iznf'kZr fd;k tk ldrk gSA bldk vfHkizk; ;g gS fd mRiknu Qyu 

js[kh; le:i gksrs gSaA 

2-fLFkj dhersa 

;g eku fy;k tkrk gS fd lk/ku rFkk mRiknu dh dhersa fLFkj jgrh gSaA blls fdlh 

Hkh QeZ }kjk vf/kd ;k de ek=k esa lk/kuksa dh ek=k dk iz;ksx djus ls mudh dherksa 

ij dksbZ izHkko ugha iM+rk gSA mRiknd }kjk mRiknu dh ek=k ifjofrZr djus ls Hkh 

dhersa vifjofrZr gh jgrh gSaA 

3-mn~ns'; Qyu 

fdlh Hkh QeZ dk y{; tSls ykHk vf/kdre djuk ;k ykxr U;wure djuk gh mn~ns'; 

Qyu vFkok oLrqijd Qyu dgk tkrk gSA bls ekun.M Qyu Hkh dgrs gSaA ftl 

jSf[kd Qyu dh izksXkzkfeaXk gksrh gS] mls gh mn~ns'; Qyu dgrs gSaA bl Qyu ds nks 

HkkX gksrs gSa& izeq[k ,oa }SrA ;fn mn~ns'; Qyu esa mRiknu dks vf/kdre djuk izeq[k 

gS rks ykxr U;wure djuk }Sr gksrk gSA 

4-vojks/k ;k izfrcU/k 

lk/kuks dh miyC/krk lhfer gksus ds dkj.k ;g izfrcU/k dk :i ys ysrs gSaA bUgh 

lhfer lk/kuksa dks iz;qDr djds gh ykHk vf/kdre ;k ykxr U;wure fd;k tk ldrk 

gSA izfrcU/kksa dks izk;% vlekurk,a ;k vlfedk Hkh dgk tkrk gS D;ksafd bUgs izk;% 

vlekurkvksa ds :i esa O;Dr fd;k tkrk gSA 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ����

5-fuekZ.k izfØ;k ds fodYi 

fdlh dk;Z dks djus dh fof/k dks izfØ;k dgrs gSaA mRiknu esa iz;qDr lk/kuksa ds la;ksx 

dks mRiknu izfØ;k dgrs gSaA mRiknu izfØ;k dh ,d ls vf/kd fof/k;ka gksuh pkfg;s 

ftlls fd loksZRre fof/k dk pquko bl fof/k ds ek/;e ls pquk tk ldsA 

6-izfØ;k fdj.kas 

js[kh;rk dh ekU;rk ds vuqlkj pwafd izR;sd izfØ;k esa Je rFkk iwath dk vuqikr fLFkj 

jgrk gS vFkkZr lk/ku vuqikr fLFkj jgrk gS] vr% izR;sd izfØ;k dks ljy js[kk }kjk 

izdV fd;k tkrk gSA ewy fcUnq ls Åij nkfguh vksj mBus okyh bl ljy js[kk dks gh 

izfØ;k fdj.ksa dgrs gSaA 

   

 

 

fn;s Xk;s js[kkfp= 1 esa X v{k ij Je dh ek=k ,oa Y v{k ij iwath dh ek=k dks 

fy;k Xk;k gSA OA, OB, OC rFkk OD izfØ;k fdj.ksa gSa tks fuf”pr  Je&iwath 

la;ksx dks O;Dr djrs gSaA OA fcUnq ij fLFkr fcUnq Q1, Q2, Q3 rFkk Q4 ;g izdV 

djrs gSa fd mRiknu izfØ;k esa mRiknu c<+kus ij Je&iwath dh ek=k fdl izdkj 

cnysXhA tcfd mudk vuqikr leku jgrk gSA vr% Q1, Q2, Q3, Q4 leku nwjh ij 

fLFkr gSaA 
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izfØ;k fdj.k OA ,d fuf”pr  Je rFkk iwath ds la;ksx dks O;Dr djrh gSA blh 

izdkj OB, OC rFkk OD Hkh fHkUu&fHkUu la;ksxksa dks izdV djrh gSaA ijUrq izR;sd 

izfØ;k fdj.k lk/kuksa ds ,d fuf”pr  vuqikr dks n'kkZrh gSA izR;sd izfØ;k fdj.k ij 

fLFkr fcUnq ;g n'kkZrs gSa fd mRiknu c<+kusa ij lk/kuksa dh ek=k,a fdl izdkj cnysaXkh] 

ijUrq muesa vuqikr leku jgsXkkA 

blh izdkj izfØ;k fdj.k OB ij fLFkr fofHkUu fcUnq OR1, OR2, OR3, OR4 Hkh 

cjkcj nwjh ij fLFkr gSaA blh izdkj OC izfØ;k fdj.k ij fLFkr OS1, OS2, OS3

rFkk OS4 ,oa OD izfØ;k fdj.k ij fLFkr OT1, OT2, OT3 rFkk OT4 Hkh cjkcj 

nwjh ij fLFkr gSA Q1, R1, S1 rFkk T1 fcUnqvksa dks ijLij ljy js[kkvksa ls feykus ij 

tks dks.knkj oØ izkIr gksrk gS mls leksRikn oØ dgrs gSaA 

7- lqfuf”prrk 

;g Hkh ekuk tkrk gS fd fØ;kfof/k dks gh ugh cfYd vojks/kksa dh Hkh fuf”pr la[;k 

gksuh pkfg;s ftlls fd X.kuk lgh izdkj dh tk ldsA 

8- ;ksxkRed & vyx& vyx fØ;kdykiksa esa iz;qDr fdlh lk/ku dh ek=kvksa dk ;ksx 

lEHko gksuk pkfg,A 

9- foHkkT;rk & vuqdwyre gy izkIr djrs le; fu.kZ; pjksa dks lrr ekuk tkrk gS 

vFkkZr muds fHk=kRed eku gks ldrs gSA 

10-lEHkkO; {ks= 

jSf[kd lehdj.kksa ds }kjk izkIr fd;k X;k XzkQ ftles js[kh; dk;Z;kstuk dh leL;k 

izfrcU/k lfEefyr gksa] ml js[kh; dk;Z;kstuk dh leL;k dk lEHkkO; {ks= dgykrk gSA 

lEHkkO; {ks= vojks/kksa dh la[;k ,oa mudh izd`fr ij fuHkZj djrk gSA 

11-lEHkkO; gy 

lEHkkO; {ks= esa fLFkr izR;sd fcUnq lEHkkO; gy dgykrk gSA nks lk/kuksa dh fLFkfr esa 

vkXkrksa ds os lHkh la;ksx tks le ykxr js[kk ij vFkok mudh cka;h vksj fLFkr gSa] 

lEHkkO; gy gSaA bls ,d js[kkfp= ls Li"V fd;k tk ldrk gSA 

eku yhft;s] ,d mRiknd ds ikl Je vkSj iwath dh ,d fuf”pr  ek=k miyC/k gSA ;s 

fuf”pr  ek=k mRiknu djus ds izfrcU/k vFkok ifjlhek,a gSaA js[kkfp= 2 esa Je dh 
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OL ek=k ,oa iwath dh OK ek=k dks yEcor ,oa {kSfrt ljy js[kk }kjk Øe'k% n'kkZ;k 

X;k gSA ;s nksuks js[kk,a ,d nwljs dks ON ij dkVrh gSaA vr% OKNL {ks= ftls 

js[kkafdr fd;k X;k gS] lEHkkO; gy dk {ks= gSA 

 

12-vlEHkkO; gy 

,slk izR;sd fcUnq tks lEHkkO; {ks= ls ckgj gks] vlEHkkO; gy dgykrk gSA ,slk fcUnq nh 

gqbZ dk;Z;kstuk ds izfrcU/kksa dks Lohdkj ugha djrk gSA 

13- vuqdwyre lEHkkO; gy 

vusd lEHkkO; gyksa esa ls loksZRre gy dks vuqdwyre gy dgk tkrk gS] ;g og gy gS] 

tks oLrqijd Qyu dks vf/kdre ;k U;wure djrk gSA ;g lEHkkO; {ks= ij fLFkr og 

fcUnq gS ftl ij mn~ns'; Qyu dk eku vf/kdre vFkok U;wure gksrk gSA 

js[kh; izksXkzkfeaXk esa vuqdwyre gy Kkr djus dh nks oSdfYid fof/k;ka gSa& 

1-½ XkSj Xkf.krh; vFkok js[kkfp=h; fof/k 

2-½ flEIkysDl fof/k 

js[kkfp=h; fof/k }kjk js[kh; izk;kstuk dh dsoy ljy leL;kvksa dk vuqdwyre gy 

izkIr fd;k tk ldrk gS] tcfd flEiysDl fof/k ds vUrXZr Xkf.krh; lehdj.kksa }kjk 

vusd lEHkkO; gyksa dh ijh{kk djds vis{kkd`r fucZy gyksa dks Øe'k% R;kX fn;k tkrk 

gSA tc rd fd ,d vuqdwyre gy u izkIr gks tk;sA nks fHkUu rjhds gksrs gq, Hkh buls 

fudys ifj.kke leku gksrs gSaA 
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10-7 XkzkQh; fof/k ds izeq[k pj.k 

1- loZizFke js[kh; izk;kstu leL;k dk vojks/kksa ,oa mn~ns'; Qyu ds :i esa lw= 

izLrqr djuk pkfg;sA 

2- lHkh nh gq;h vlfedkvksa dks lfedk eku ysuk pkfg;sA lfedkvksa vFkok 

vlfedkvksa esa X2
, y

2 ;k Xy ds dksbZ in ugha gksus pkfg;sA 

3- lqlaXkr cgqHkqt {ks= lnSo izFke prqFkkZa'k esa gksuk pkfg;sA 

4- lHkh lfedkvksa ,oa vojks/kksa dk XzkQ cukuk gksrk gS] ftlesa lfedkvksa dh la[;k 

ds cjkcj js[kk,a izkIr gksrh gSaA 

bl izdkj [khaph Xk;h js[kkvksa ls ifjc) lqlaXr cgqHkqt izkIr gks tkrk gSA cgqHkqt dh 

Hkqtk,a lHkh vojks/kksa dks lUrq"V djrh gSaA 

5- mn~ns'; Qyu ds vf/kdre vFkok U;wure eku lqlaXr cgqHkqt ds {ks= ds 'kh"kksZa 

ij gh gksus pkfg;sA 

6- lqlaXkr cgqHkqt {ks= ds vUrXkZr fdlh fcUnq ij mn~ns'; Qyu dk eku cgqHkqt ds 

fdUgh nks 'kh"kksaZ ij izkIr U;wure rFkk vf/kdre ekuksa ds chp izkIr gksrk gSA 

10-7-1 js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k ds gy dh js[kkfp=h; vFkok XkzkQh; fof/k 

bl xzkQh; fof/k esa jSf[kd lehdj.kksa ds fudk; dks gy djus dh vko';drk gksrh gSA 

1-½ jSf[kd vlfedk dk XkzkQ& 

ekuk aX+by+c*o &&&&&& ¼1½ 

tgka ij X, y pj ,oa a, b, c vpj eku gSaA fpUg * ds LFkku ij < ;k ≤ 

;k > ;k ≥ gks ldrk gSA 

 mi;qZDr vlfedk ds vuq:i jSf[kd lehdj.k fuEufyf[kr gS& 

 aX + by + c = 0 &&&&&&&& ¼2½ 

bl lehdj.k dk XkzkQ [khapus ds fy;s X-y ry esa dksbZ Hkh nks fcUnq ysuk i;kZIr gS 

ftldks feykus ls izkIr js[kk gh bldk XzkQ gSA ;g ljy js[kk X-y ry dks nks HkkXksa esa 

foHkkftr djrh gS ftls v/kZry dg ldrs gSaA bu nks HkkXksa es ls ,d HkkXk fuf”pr gh 
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jSf[kd vlfedk dk XkzkQ gS ftls js[kkfp= 3 esa n'kkZ;k Xk;k 

 

bu nks HkkXksa esa ls dkSu lk HkkXk vlfedk¼1½ dk xzkQ gS] blds fy;s ,d fcUnq Q ysrs 

gSa ftldk eku (h, l) gS tks X-y ry ij fLFkr gS fdUrq lehdj.k ¼2½ ls izkIr ljy 

js[kk ij fLFkr ugha gSA bl fLFkr esa nks lEHkkouk,a mRiUu gksrh gSa& 

1-½ izFke fLFkfr& 

;fn fcUnq Q vlfedk ¼1½ dks lUrq"V djrk gS rks og v/kZry gh vlfedk ¼1½ dk 

XkzkQ gS] ftles Q fcUnq fLFkr 

2-½ f}rh; fLFkfr& 

;fn fcUnq Q vlfedk ¼1½ dks lUrq"V ugha djrk gS rks nh gq;h vlfedk dk XkzkQ og 

v/kZry gksrk gS ftlesa fcUnq Q fLFkr ugha gSA 

10-7-2 inkFkksZa dk p;u% vf/kdre ykHk dh izkfIr 

mnkgj.k &1 

mn~ns'; Qyu z = 3X + 5y dks fuEufyf[kr vojks/kksa ds fy;s vf/kdre dhft;s%& 

  X + 2y ≤ 20 

  X � y ≤ 15 

  X ≥ 0 
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  y ≥ 0 

gy % mn~ns'; Qyu z = 3X + 6y ds fy;s vojks/k gS%& 

  X + 2y ≤ 20 &&&&&& ¼1½ 

  X + y ≤ 15 &&&&&&&&&¼2½ 

  X ≥ 0  &&&&&&&&&¼3½ 

  y ≥ 0  &&&&&&&&&¼4½ 

vOkjks/k ¼1½ ds vuq:i js[kh; lehdj.k 

  X + 2y = 20  &&&&&&&&¼5½ 

 leh0 ¼5½ esa ;fn X=0] rks y = 10 

 ;fn y = 0 rks X = 20  

vr% fcUnq ¼0,10½ rFkk ¼20,0½ leh0 ¼5½ dh XkzkQ js[kk ij fLFkr gSA 

ewy fcUnq bl js[kk ij fLFkr ugha gSA 

vzc ekuk ewy fcUnq leh0 ¼5½ ds vojks/k vFkkZr X+2y<=20 ds v/kZry esa fLFkr gS] 

rks 

0 + 2(0) ≤ 20 

  0 ≤ 20  

tks fd lR; gSA 

vr% ewy fcUnq vojks/k ¼1½ ds cUn v/kZry esa fLFkr gSA 

 vojks/k ¼2½ ds vuq:i js[kh; leh0 

  X + y = 15  &&&&&&&&&&&& ¼6½  

leh0 ¼6½ dks gy djus ij nks fcUnq (0, 15) rFkk (15, 0) izkIr gksrs gSaA ftUgs feykus 

ij leh0 ¼6½ dh xzkkQ js[kk izkIr gksrh gSA blh izdkj ewy fcUnq vojks/k ¼2½ ds Hkh cUn 

v/kZry esa fLFkr gSA tks fd lR; gSA 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ����

 

vr% ;g js[kkfp= ls Li"V gksrk gS fd OABC gh lEHkkO; gy {ks= gSA 

 mn~ns'; Qyu = Z = 3X + 5y 

 fcUnq O (0,0) ysus ij Z = 3(0) + 5(0) = 0 

  fcUnq A (15, 0) ysus ij Z = 3(15) + 5(0) = 45 

 fcUnq B (10,5) ysus ij Z = 3(10) + 5(5) = 55 

 fcUnq C (0,10) ysus ij Z = 3(0) + 5(10) = 50 

vr% mn~ns'; Qyu Z= 3X + 5y ij vf/kdre eku 55 gS tc X=10, y=5 gSA 

mnkgj.k 2 

,d dEiuh A rFkk B nks izdkj ds f[kykSus cukrh gSA A dh ,d bdkbZ dks cukus esa 4 

?k.Vs e'khu dk le; rFkk 4 ?k.Vs dkjhXj dk le; yXrk gSaA B dh ,d bdkbZ dks 

cukus esa 6 ?k.Vs e'khu dk le; rFkk 2 ?k.Vs dkjhXkj dk le; yXkrk gSaA dEiuh ds 

ikl e'khuksa dh 180 ?k.Vs rFkk dkjhXjksa dh 170 ?k.Vs dh {kerk gSA A dh ,d bdkbzzzZ 

ij 80 :i;s rFkk B dh ,d bdkbzZ ij 60 :i;s dk ykHk gksrk gS A ;fn dEiuh iwjh 

{kerk ls dk;Z djsa rks vf/kdre ykHk izkIr djus ds fy;s mls A rFkk B dh fdruh 

bdkb;kW cukuh pkfg;s \ 
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gy&ekuk dEiuh A dh X bdkb;ka rFkk B dh y bdkb;ka cukrh gSA 

1-½ f[kykSuks dh la[;k _.kkRed ugha gks ldrh] ysfdu 'kwU; gks ldrh gSA 

vr% X≥0, y≥0 

2-½ e'khuksa ds dqy ?k.Vs = 4X + 6y 

3-½ ysfdu 180 ?k.Vs ds vojks/k ds vuqlkj 

9X + 6y ≤ 180 

dkjhXkjksa ds dqy ?k.Vs = 4X + 2y 

4-½ ysfdu 170 ?k.Vs ds vojks/k ds vuqlkj 

4X + 2y ≤ 85 

5-½ vf/kdre ykHk izkIr djuk gh mn~ns'; Qyu gSA vr%  

P = 80X + 60y 

 

 

 

lEHkkO; gy {ks= OABC ls n'kkZ;k Xk;k gSA 

 blds funsZ'kkad Øe'k ¼0]0½ ¼43]0½ ¼41]3½ rFkk ¼0]30½ 

 pwafd  ykHk P = 80X + 60y 
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 fcUnq O (0,0) ij  P = 80 X 0 + 60 X 0 = 0  

fcUnq A (43,0) ij P = 80 X 43 + 60 X 0 =3440  

fcUnq B (41,3) ij P = 80 X 41 + 60 X 3 = 3460  

fcUnq C (0,30) ij P = 80 X 0 + 60 X 30 = 1800  

bu lHkh ekuksa esa P dk vf/kdre eku 3460 gS tks fd fcUnq B ij izkIr gksrk gS rFkk 

A dh 41 bdkb;ka rFkk B dh 3 bdkb;ka cukus ij izkIr gksrh gSA 

10-7-3 ykxr U;wure djuk 

mnkgj.k 3 

,d MkDVj vius ejht dks izfrfnu vius vkgkj esa de ls de 2000 bdkbZ foVkfeu] 

25 bdkbZ [kfut yo.k rFkk 700 bdkbZ dSyksjh ysus dks ijke'kZ nsrk gSA nks Hkkstu ;ksX; 

inkFkZ A rFkk B miyC/k gSa ftudk ewY; Øe'k% 4 # rFkk 3 # izfr bdkbZ gSA A dh 

izR;sd bdkbZ esa 100 bdkbZ foVkfeu] 0-5 bdkbZ [kfut yo.k rFkk 20 bdkbZ dSyksjh gSA 

B dh izR;sd bdkbZ esa 50 bdkbZ foVkfeu] 1 bdkbZ [kfut yo.k rFkk 20 bdkbZ dSyksjh 

gSA ejht dks vko';d iks"kd rRo izkIr djus ds fy;s izR;sd izdkj ds vkgkj dh 

fdruh bdkbZ;ka ysuh pkfg;sA bl leL;k dh jSf[kd dk;Z ;kstuk dk Xf.krh; lw=.k 

fyf[k;sA leL;k dks XkzkQh; fof/k ls gy dhft;sA 

gy& 

1-½ ekuk ejht vius vkgkj es izfrfnu HkksT; inkFkZ A dh X bdkbZ rFkk B dh y 

bdkbZ ysrk gSA 

2-½ HkksT; inkFkZ dh bdkbZ;ksa dh la[;k _.kkRed ugha gks ldrh gS] ysfdu 'kwU; gks 

ldrh gSA vr% 

X ≥ 0, y ≥ 0 

3-½ A dh X bdkbZ;ksa ls izkIr iks"k.k 

foVkfeUl  = 100X 

[kfut yo.k = 0.5X 

dSyksjh  = 20X 
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4-½ B dh y bdkbZ;ksa ls izkIr iks"k.k 

foVkfeUl  = 50y 

[kfut yo.k = 1y 

dSyksjh  = 20y 

5-½ vojks/kksa ds vuqlkj] foVkfeUl dh ek=k U;wure 2000 bdkbZ gksuh pkfg;sA vr% 

2000 ≤ A ls foVkfeUl $ B ls foVkfeUl 

2000 ≤ 100X + 50y 

100X + 50y ≥ 2000 

6-½ iqu% izfrjks/kksa ds vuqlkj] [kfut yo.k dh U;wure ek=k 25 bdkbZ gksuh pkfg;sA 

vr%      0.5X + y ≥ 50 

7-½ iqu% izfrjks/kksa ds vuqlkj] dSyksjh dh U;wure ek=k 700 bdkbZ gksuh pkfg;sA vr% 

20X + 20y ≥ 700 

8-½ bl leL;k dk mn~ns'; Qyu O;; dks U;wure j[kuk gSA vr% 

P = 4X + 3y 

9-½ vr% bl leL;k dh jSf[kd dk;Z ;kstuk dk Xf.krh; lw=.k bl izdkj gS%& 

X ≥ 0 

y ≥ 0 

100X + 50y ≥ 2000 

0.5X + y ≥ 25 

20X + 20y ≥ 700 

P = 4X + 3y 
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XkzkQ dk js[kkafdr vlhfer {ks= gh lEHkkO; {ks= gS ftldk 'kh"kksZa C, D, F, G es ls 

fdUgh ,d ;k vf/kd 'kh"kksZa ij P dk eku U;wure gksXkkA 

mn~ns'; Qyu :    P = 4X + 3y 

fcUnq C(50,0) ij =   P = 4 X 50 + 3 X 0 = 200 #- 

fcUnq D(20,15) ij =  P = 4 X 20 + 3 X 15= 125 #- 

fcUnq F(5,30) ij   =  P      =      4 X 5 + 3 X 30=110 #- 

fcUnq G(0,40) ij  =  P       = 4 X 0 + 3 X 40= 120 #- 

vr% U;wure O;; 110 #- tcfd ejht A dh 5 bdkbZ rFkk B dh 30 bdkbZ ysrk gSA 

10-8  flEiysDl fof/k 

flEiysDl fof/k dk vkfo"dkj tktZ ch MSUtfyXk us 1947 esa fd;kA blds vUrXkZr 

js[kh; izdeu leL;k dks ekud :i esa fy[kk tkrk gSA ,d lEHkkO; gy ls izkjEHk 

fd;k tkrk gS vkSj fQj iqujko`fRr fof/k ls gy esa lq/kkj fd;k tkrk gSA 

10-8-1 js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k dks flEiysDl fof/k ls gy djuk 

pj.k 1 
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vlfedk ds :i esa iznRr izR;sd js[kh; fuck/k dks leh0 esa cnysaA blds fy;s U;wure 

pj Lysd pj vkSj vfrjsd pj ljIyl pj dks iz;qDr fd;k tkrk gSA ;s u;s 

v_.kkRed pj fuck/k dh vlfedk ds ckbZa vksj tksM+s tkrs gSA ;fn fpUg (≤) dk gS 

vkSj bUgs Lysd pj dgk tkrk gSA ;s u;s v_.kkRed pj fuck/k dh vlfedk ds ckabZ 

vksj ?kVk;s tkrs gSaA ;fn fpUg (≥) dk gS vkSj bUgs _.kkRed Lysd pj ;k ljIyl pj 

dgrs gSaA 

izk;% ljIyl pj ds LFkku ij Lysd pj 'kCn Hkh iz;qDr fd;k tkrk gS] ijUrq fpUg dk 

/;ku j[kuk gksrk gSA 

mnkgj.k (1) js[kh; fuck/k 2X1 + 5X2 <= 15 dks leh0 esa cnyus ds fy;s Lysd 

pj s1 ds ckabZ vksj tkM+us ij] 

  2X1 + 5X2 + s1 = 15 

(2) js[kh; fuck/k 3X1 + 7X2 >= 18 dks leh0 esa cnyus ds fy;s ljIyl pj s2 

dks ckbZa vksj ?kVkus ij] 

  3X1 + 5X2 � s2 = 18 

mn~ns'; Qyu esa Lysd rFkk ljIyl pjksa ds Xkq.kkad 'kwU; fy;s tkrs gSaA tSls% 

 mn~ns'; Qyu  Z = 8X1 + 11X2 dks 

        Z = 8X1 + 11X2 + 0.s1 + 0.s2

fy[kk tk;sXk ftlls mn~ns'; Qyu esa budk ;ksxnku 'kwU; jgsA 

pj.k 2 

izR;sd leh0 fuck/k ds nkbZa vksj ds vpj dks /kukRed cuk;saA blds fy;s leh0 ds 

nksuks vksj (-1) dk Xkq.kk djsaA  

 tSls&  3X1 � 5X2 + s1 = -11 

   -3X1 + 5X2 �s1 = 11  fy[kk tk;sXkkA  

pj.k 3 

;fn fdlh pj ds fy;s v_.kkRed 'krZ u nh XbZ gks rks mls v_.kkRed cuk;saA  

tSls& X2 dks v_.kkRed cukus ds fy;s bls nks pjksa ds vUrj ds :i esa fy[ksa& 
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 X2 = X3 � X4 ;k X2* - X2** tgka X2* ≥0; X** ≥0 

pj.k 4 

 mn~ns'; Qyu dks vf/kdrefdj.k ds :i esa fy[ksaA 

 U;wure dhft;s% Z  = c1X1 + c2X2 + ............... + cnXn

 vf/kdre dhft;s%(-Z)  = -c1X1 � c2X2 - ................. � cnXn

ifjdyu fof/k 

1-½ Lysd pjksa dh lgk;rk ls vlfedkvksa dks lehdj.kksa esa cnyk tkrk gSA 

2-½ iznRr lwpuk dks ,d lkfj.kh esa j[krs gSa ftls flEiysDl rkfydk dgrs gSaA 

3-½ ,d izkjfEHkd csfld lEHkkO; gy dk irk yXkrs gSa vkSj vkXs dh izfØ;k 'kq: 

djrs gSaA 

4-½ bl gy dk ijh{k.k djrs gSa vkSj og ns[krs gSa fd ;g vuqdwyu gS ;k ughaA 

5-½ ;fn ;g gy vuqdwyre ugha gksrk rks la'kksf/kr rkfydk cukbZ tkrh gSA blds 

fy;s vUrXZeu pj ;k izos'k djus okys pj o cfgXZeu ;k ckgj tkus okys pj 

fuf”pr  djrs gSa ftlls fd vXyk gy fudkyk tk ldsA 

6-½ bl gy dk ijh{k.k djrs gSa vkSj ;g ns[krs gSa fd ;g vuqdwyre gS ;k ughaA 

nks pjksa ds fy;s flEiysDl rkfydk dk [kkdk 

ekuk mn~ns'; Qyu] vf/kdre fdj.k  Z = c1X1 + c2X2 + 0.s1 + 0.s2

 nks fuckZ/k          a11X1 + a12X2 + 1.s1 + 0.s2 = b1

                         a21X1 + a22X2 + 0.s1 + 1.s2 = b2

 

Li"Vhdj.k 
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1-½ Cj iafDr ;k mn~ns'; iafDr& mn~ns'; Qyu ds fu.kkZ;d pjksa] Lysd pjksa rFkk 

ljIyl pjksa ds Xkqq.kkad  A 

2-½ CB LrEHk ;k mn~ns'; iafDr& mn~ns'; Qyu esa mu pjksa ds Xkqq.kkad   tks 

rRled vkO;wg cukrs gSaA 

3-½ vk/kkj LrEHk& blesa os csfld pj fy[ks tkrs gSa ftuds Xkqq.kkad   LrEHk CB esa 

fy[ks gSaA pjksa dk Øe rRled vkO;wg esa 1 ds lkeus gksrk gSA 

4-½ ckWMh vkO;wg& fuck/kksa ds ckabZ vksj ds pjksa ds Xkq.kkadks }kjk curh gS tks ,d 

vkO;wg esa ugha gSaA 

5-½ rRled vkO;wg& csfld pjksa ds Xkq.kkadksa ls fufeZr vkO;wgA 

6-½ XB LrEHk ;k ek=k LrEHk& vk/kkj LrEHk esa vk;s pjksa dk ukeA 

7-½ lfn'k iafDr& ckWMh vkO;wg rFkk rRled vkO;wg esa vk, pjksa ds laXkr lfn'kA 

8-½ b.MsDl iafDr& ;k 'kq) ewY;kadu iafDr ;k Cj iafDr 

          Cj = Cj � Zj = Cj � CB
|
Xj

=  Cj � CB vkSj Xj dk vkUrfjd Xkq.kuQy csfld pjksa ds fy;s Cj = 

0] lnSo Cj ds vk/kkj ij vuqdwre gy dk ijh{k.k fd;k tkrk gSA 

a) ;fn lHkh Cj ≤0] gy vuqdwyre gSA 

;fn dksbZ Hkh Cj > 0 ugha gS] ijUrq dqN 'kwU; gSa rc vU; 

vuqdwyre gy fo|eku gSA 

;fn lHkh Cj < 0 rc gy vf}rh; vuqdwyre gy gSA 

b) ;fn Cj > 0 dqN j ds fy;s rc gy vuqdwyre ugha gSA vr% vkXs 

iqujko`fRr dh tk;sXhA 

c) ;fn Cj ds vf/kdre lEHko eku ds laXkr LRkEHk Xj ds lHkh vo;o 

_.kkRed ;k 'kwU; rks gy vlfer gSA 
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9-½ dh LrEHk& og LrEHk ftlesa /kukRed Cj vf/kdre gS blds laXr lfn'k Xj 

izos'k djrk gS ftls Åij dh vksj rhj ds (↑) dk fu'kku yXkdj O;Dr djrs 

gSaA 

10-½ b.MsDl LrEHk& ;k vuqikr LrEHkA bl LrEHk esa vuqikr Kkr fd;k tkrk gSA 

tgka 

igyh iafDr ds fy;s vuqikr = b1/ laXkr dh LrEHk dk eku 

nwljh iafDr ds fy;s vuqikr = b2/ laXkr dh LrEHk dk eku 

11-½ dh iafDr ;k ik;oV iafDr& og iafDr ftlesa v_.kkRed vuqikr lcls de gSA 

(↓) ls O;Dr fd;k tk;sXkkA 

12-½ dh QSDVj ;k dh vo;o& og vo;o tks dh dkWye rFkk dh iafDr ds dVku 

fcUnq ij fLFkr gS eq[; iafDr ds u;s eku fy[kus ds fy;s bl la[;k dks 1 esa 

ifjofrZr dj fy;k tkrk gSA 

mnkgj.k  

 fuEufyf[kr js[kh; izdeu leL;k dks flEiysDl fof/k ls gy dhft;s 

 vf/kdre dhft;s  MaXimise  Z = 4X1 + 5X2

     2X1 + 3X2 ≤ 24 

     2X1 + X2 ≤ 16 

 rFkk    X1 + X2 ≥ 0  

 gy& js[kh; izdeu leL;k dk ekud :i 

 vf/kdre dhft;s   Z = 4X1 + 5X2 + 0.s1 + 0.s2 

    2X1 + 3X2 + 1.s1 + 0.s2 = 24 

    2X1 + X2 + 0.s1 + 1.s2 = 16 

    X1, X2 >= 0 
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izkjfEHkd csfld lEHkkO; gy% 

  X1 = 0, X2 = 0, s1 = 24, s2 = 16 

  Z1 = CB

|

X1 = [0 0] [2/2] = 0 

  Z2 = CB

|

X2 = [0 0] [3/1] = 0 

Z3 = CB

|

S1 = [0 0] [1/0] = 0 

Z4 = CB

|

S2 = [0 0] [0/1] = 0 

pwafd C1, C2 ≥ 0  gy vuqdwyre ugha gSA ;gka C2 vf/kdre gS] vr% osDVj X2 izos'k 

djsXkkA 

vr% vuqikr LrEHk esa vuqikr Kkr djsaA vuqikr S1 ds laXr U;wure gS vr% osDVj S1 

ckgj gksXkA dh vo;o 3 gS] ubZ iafDr cukus ds fy;s fuEu fØ;k viuk;saA 

 

rkfydk ¼1½ esa igyh iafDr ds izR;sd vo;o dks 3 ls HkkX nsus ij ^^dh iafDr** ds 

vo;o gksaxss% 
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nwljh iafDr ds vo;o gksaXksa% 

 

 

pawfd C1>0 gS vr% gy X1=0, s1=0, X2=8, s2=8 vuqdwyre gy ugha gS vFkkZr 

mn~ns'; Qyu ds ekus esa vkSj lq/kkj fd;k tk ldrk gSA 

pwafd C1 vf/kdre gS vr%^ X1 izos'k djus okyk osDVj gksXkkA 

pwafd vuqikr s2 ds laXr U;wure gS vr% ckgj tkus okyk osDVj s2 gksXkA ^^dh** vo;o 

4/3 gksXkkA 

iqu% la'kksf/kr lkfj.kh dh nwljh iafDr fuEu izdkj gksXkhA 
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igyh iafDr fuEu izdkj gksXkh 

flEiysDl ¼la'kksf/kr½ rkfydk ¼3½ 

orZeku gy X1 =6, X2 = 4, s1 = 0, s2 = 0 

 Z = 4X1 + 5X2 + 0 + 0 = 24 + 20 = 44 

pwafd dksbZ Hkh C1 /kukRed ugha gS] vr% orZeku gy vuqdwyre gSA vFkkZr X1 = 6, X2

= 4, Z vf/kdre = 44 

10-9 js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k dk }Sr 

izR;sd js[kh; izØeu leL;k ls lEcfU/kr ,d nwljh js[kh; izØeu leL;k gksrh gSA 

ftls igyh leL;k dk }Sr dgrs gSaA bl leL;k esa igyh leL;k dks izkFkfed ;k 

izkbey dgrs gSaA fdlh }Sr dk }Sr Lo;a esa izkbey gksXkA izkFkfed }Sr ds tksM+s esa 

fdlh dks Hkh izkFkfed ekuk tk ldrk gS] QyLo:i nwljh }Sr gksXkhA 

izkFkfed }Sr tksM+s ds nks egRoiw.kZ :i gSa& 
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1-½ lefer (Symmetric) 

2-½ vlefer (Unsymmetric) 

izkFkfed }Sr tksM+s dks lefer :i esa dgk tkrk gS ;fn lHkh pj v_.kkRed gSa 

rFkk lHkh fuck/k vlfedk,a gSaA ¼ <= vf/kdredj.k dh fLFkr esa rFkk >= U;wure 

fdj.k dh fLFkr esa ½ ijUrq izkpyksa aij, bi, cj ds fpUg LoSfPNd gSaA vU;Fkk bls 

vlefer :i esa dgk tkrk gSA 

nwljs oXhZdj.k ds vuqlkj izkFkfed nks izdkj ds gksrs gSa& 

1-½ fefJr izkFkfed :i& ;fn fdlh izkFkfed fuck/kksa es lehdj.k vkSj vlfedkvksa 

¼fdlh Hkh fn'kk esa½ dk feJ.k gks] v_.kkRed rFkk vfu;fU=r pj gks] rc bls 

fefJr izkFkfed :i dk dgk tkrk gSA 

2-½ ekud izkFkfed :i& ;fn lHkh fuck/kksa dk ,d izdkj dk fpUg gks] rks og 

ekud izkFkfed :i dk dgk tkrk gSA 

10-9-1 fdlh izkFkfed dk }Sr cukuk 

fu;e 

1-½ feys tqys izfrcU/kksa dks ,d fn'kk esa cnysa] vf/kdre eku Kkr djus dh fLFkfr 

esa ¼NksVk ;k cjkcj <=½ ds :i esa rFkk U;wure eku Kkr djus dh fLFkfr esa 

¼cM+k ;k cjkcj >=½ ds :i esa j[ksaA 

2-½ vlefer :i dks lefer :i esa cnysaA ;fn dksbZ fuck/k lehdj.k ds :i esa gS 

rks mls nks vlfedkvksa ds :i esa O;Dr fd;k tkrk ldrk gSA 

;fn dksbZ nks pj fpUg esa vfu;fU=r gSa rks mls nks /kukRed pjksa ds vUrj ds :i esa 

O;Dr fd;k tk ldrk gSA 

3-½ pj n vkSj izfrcU/k m gksa rks 

vf/kdre dhft;s Z = c1X1 + c2X2 + ...... cnXn

tcfd  a11X1 + a12X2 + ........... + a1nXn ≤ b1

  a21X1 + a22X2 + ........... a2nXn ≤ b2

  .................... 
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  am1X1 + am2X2 + ............. + amnxzn ≤ bm

  rFkk X1, X2 ......... Xn ≥ 0 

bldk }Sr cukus ds fy;s 

1-½ izR;sd izkFkfed fuckZ/k ds fy;s ,d }Sr pj ifjHkkf"kr 

vFkkZr m izkFkfed fuck/k &> m }Sr pj 

izR;sd }Sr pj dks W1, W2 ........., Wm ls O;Dr dhft;sA  

2-½ vpj in rFkk mn~ns'; Qyu ds Xqq.kkad  ks dks ijLij cnfy;s 

vFkkZr n izkFkfed pj &> n }Sr fuck/k 

 a11 a12 ........... a1n

xq.kakd dk vkO;wg A a21 a22 ........... a2n  dk Transpose A1
T 

Kkr dhft;s 

  .................................... 

  am1 am2 .......... amn m X n 

  

  a11 a21 ........... am1

   A
T
 a12 a22 ........... am2  

  .................................... 

  a1n a2n .......... amn n X m 

bl izdkj izkFkfed fuck/kksa ds nka;h vksj ds vpj }Sr ds mn~ns'; Qyu ds Xkq.kkad  gksaXks 

rFkk izkFkfed mn~ns'; Qyu esa pjksa ds Xkqq.kkad }Sr ds fuck/kksa ds nka;h vksj ds vpj 

gksaXksA 

4-½ fuck/kksa dh fn'kk cnys ¼vFkkZr ;fn izkFkfed esa fpUg ≥ gS rks }Sr esa ≤ gksXkk 

rFkk ;fn izkFkfed esa fpUg ≤ gS rks }Sr esa ≥ gksXkkA 

5-½ vuqdwyre dh fn'kk cnysa ¼vf/kdre ds fy;s U;wure rFkk U;wure ds fy;s 

vf/kdre½ 

bl izdkj }Sr fuEu izdkj dk gksXkk 
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U;wure dhft;s  ZD = b1w1 + b2w2 + ........ + bmwm

   a11w1 + a21w2 + .......... + am1wm ≥ c1

   a12w1 + a22w2 + .......... am2wm ≥ c2

   a1nw1 + a2nw2 + ......... + amnwm ≥ cn

   w1, w2 ........, wm ≥ 0 

rFkk vkO;wg ladsru esa 

;fn izkFkfed] vf/kdre dhft;s X= cX 

tcfd  AX ≤ B 

rFkk  X ≥ 0 

rc }Sr% U;wure dhft;s ZD = B
T
w 

tcfd   A
T
w ≥ C

T 

rFkk   w ≥ 0 

10-10 jSf[kd izksXkzkfeaXk ds ykHk 

1-½ lhfer ,oa miyC/k lalk/kuksa dk vuqdwyre iz;ksx djus esa ;g izk;kstu lgk;d 

gSA 

2-½ fdlh mRiknd ds fy;s bl izk;kstu d }kjk ;g fu.kZ; ysuk lqfo/kktud gks 

tkrk gS fd og vius mRiknuksa essa fdl izdkj lk/kuksa dk p;u djs rFkk 

loksZRre <aXk ls fdl izdkj forj.k djs fd vuqdwyre ykHk izkIr gksA 

3-½ rduhd izcU/ku ds vUrXZr fdlh Hkh fØ;kfof/k vFkok dk;Z djus ds ,d ls 

vf/kd fodYiksa dks  pquus esa lgk;rk feyrh gSA 

4-½ ;g vFkZO;oLFkk dh leL;kvksa ds lEHko rFkk O;ogkfjd gy izLrqr djrh gSA 

5-½ ;g fo'ys"k.k Xkf.kr dk foLr`r djrk gS ftlds dkj.k mRiknu fu.kZ;ksa esa 

vf/kd ;FkkFkZrk vk tkrh gSA 

6-½ ;g rduhd ;krk;kr ykxr] vkgkj dh ykxr rFkk O;olkf;d tXkr esa vusd 

oLrqvksa dh mRiknu ykxr dks  U;wure djus esa iz;qDr dh tkrh gSA 
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10-11 js[kh; izksXkzkfeaXk dh lhek,a 

• js[kh; izksXkzkfeaXk rduhd ds vUrXZr pjksa esa js[kh; lEcU/k dh dYiuk dh tkrh 

gS tcfd O;ogkj esa ,slk dksbZ lEcU/k ugha ik;k tkrk vfirq vjs[kh; lEcU/k 

izk;% ns[kus dks feyrk gSA 

• os leL;k,a ftuesa pj ;ksT; ugha gS] mudk gy rduhd ls ugha fd;k tk 

ldrkA 

• bl rduhd dh ladYiuk ßizfrQy fujUrj izkIr gksrk jgrk gSÞ ;FkkFkZokph ugha 

gSA 

• ;g Hkh ns[kk Xk;k gS bl rduhd ls izkIr gy QeZ vFkok dEiuh ds fy; mfpr 

ugha gksA 

10-12 lkjka'k 

jSf[kd izksXkzkfeaXk vuqdwyre ifj.kke izkIr djus ds fy;s ,d Xf.krh; fof/k gSA ;g ml 

rduhd dks dgrs gSa tks fd mRiknu esa fu.kZ;kRed leL;kvksa dk loksZRre gy Kkr 

djus esa iz;qDr gksrs gSaA bl fof/k dks miyC/k lhfer lk/kuksa ds ijLij izfrLi/khZ 

fØ;kdykiksa esa vuqdwyre izdkj ls vkoaVu djus ds fy;s iz;qDr fd;k tkrk gSA tgka 

lHkh pjksa ds chp js[kh; lEcU/kksa ds lehdj.kksa vFkok vlfedkvksa ds }kjk n'kkZ;k tkrk 

gSA 

fdlh fu.kZ;kkRed leL;k dks js[kh; izksXkzkfeaXk ds ekWMy esa izLrqr djus ds fy;s 

fu.kkZ;d pjksa dks fpfUgr djuk] mn~ns'; Qyu dks ?kksf"kr djuk] fuck/kksa dks ifjHkkf"kr 

djuk] pjksa dk v_.kkRed eku gksuk vkfn pj.kksa dks  viukdj js[kh; ekWMy ds :i 

esa iznf'kZr fd;k tk ldrk gSA ;g Xf.krh; fof/k dqN lhekvksa vFkok izfrcU/kksa tSls 

js[kh;] v_.kkRed] ;ksxkRedrk] foHkkT;rk dh 'krksZa dh ekU;rk ij vk/kkfjr gSA 

jSf[kd izksXkzkfeaXk dks XkzkQh; fof/k ,oa flEiysDl fof/k ls gy fd;k tk ldrk gSA gj 

js[kh; izksXkzkfeaXk dks ,d nwljh js[kh; izØeu leL;k gksrh gS ftls igyh leL;k dk }Sr 

dgrs gSaA 
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10-13 'kCnkoyh 

1-½ fu.kZ; pj& lhfer lk/kuksa ds vUrXZr oLrqvksa dh ek=k dks pjksa }kjk O;Dr 

fd;k tkrk gSA 

2-½ mn~ns'; Qyu& iz;qDr pjksa esa js[kh; Qyu ftldk vf/kdredj.k rFkk 

fuEurhdj.k fd;k tkrk gSA 

3-½ fuckZ/k& vuqdwyre gy fudkyus ds fy;s tks lhek,a fu/kkZfjr dh tkrh gSA 

4-½ js[kh; ,oa v&_.kkRed 'krZ& mn~ns'; Qyu rFkk fuck/k lHkh fu.kZ; pj ds 

js[kh; Qyu gS vkSj ;g fu.kZ; pj _.kkRed ugha gksus pkfg;sA 

5-½ lEHkkO; gy& pjksa ds ,sls ekuksa dk leqPp; tks fn;s gq, js[kh; izfrcU/kksa ds 

lkFk lkFk v_.kkRed izfrcU/kksa dks Hkh lUrq"V djrk gS] leL;k dk lEHkkO; 

gy dgykrk gSA 

6-½ vuqdwyre gy& og lEHkkO; gy tks fn;s gq, mn~ns'; Qyu dk vf/kdre ;k 

U;wure eku gksA 

fVIi.kh& 

 js[kh; izØeu leL;k dks gy djus esa izk;% fuEufyf[kr fLFkfr;ka gks ldrh gSa& 

1-½ leL;k dk dksbZ lEHkkO; gy u gksA 

2-½ leL;k ds vusd gy gksA 

3-½ leL;k dk lEHkkO; gy vlfe ;k vifjc) gksA 

10-14 vH;kl iz'uksa ds mRrj 

1-½ js[kh; izksXkzkfeaXk dh izeq[k fo'ks"krk,a D;k gSa \ 

2-½ js[kh; izksXkzkfeaXk dk izfriknu loZizFke fdlus fd;k \ 

3-½ js[kh; izksXkzkfeaXk dk fodkl djus dk Js; fdl vFkZ'kkL=h dks tkrk gS \ 

4-½ js[kh; izksXkzkfeaXk 'kCn dk D;k rkRi;Z gS \ 

5-½ js[kh; izksXkzkfeaXk dks gy djus dh dkSu lh fof/k;ka gSa \ 

6-½ flEiysDl fof/k dk vkfo"dkj fdlus fd;k \ 

7-½ js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k ls lEcfU/kr nwljh js[kh; izksXkzkfeaXk leL;k dks D;k 

dgrs gSa \ 
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mRrj & 

1-½ (a) fu.kZ; pj (b) mn~ns'; Qyu (c) fuck/k (d) oSdfYid lek/ku 

(e) js[kh; ,oa v_.kkRed 'krZ  (f) ;ksxkRedrk (g) foHkkT;rk 

(h) fu/kkZfjr 

2-½ ,y- ch- dkUVjksfop 

3-½ th- ch- MkUVflXk 

4-½ js[kh; 'kCn dk rkRi;Z& nks ;k nks ls vf/kd pjksa ds e/; js[kh; lEcU/k 

izØeu dk vFkZ& fdlh leL;k dk vuqdwyre gy fdlh O;oLFkk ds vUrXZr 

fd;k X;k gS ftldh ,d fuf”pr  ;kstuk gS rFkk Xf.krh; rduhd ij vk/kkfjr 

gSA 

5-½ XkzkQh; fof/k ,oa flEiysDl fof/k 

6-½ tktZ ch- MkUVflXk 

7-½ }Sr 
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10-17 fucU/kkRed iz'u 

1-½ jSf[kd izksXkzkfeaXk ds XkzkQ dh fof/k dks ,d ljy la[;kRed mnkgj.k dh 

lgk;rk ls gy dhft;sA 

2-½ js[kh; izksXkzkfeaXk dh mRifRr ,oa fodkl ij laf{kIr fVIi.kh fyf[k;sA 

3-½ fuEufyf[kr dh ifjHkk"kk fyf[k;s& 

1-½ Lysd rFkk ljIyl pj 

2-½ csfld gy rFkk csfld lEHkkO; gy 

4-½ flEiysDl fof/k fdls dgrs gSa \ bls gy djus dh izfØ;k dks fy[kksA 

5-½ mn~ns'; Qyu z = 3X + 5y dks fuEufyf[kr vojks/kksa ds fy;s vf/kdre 

dhft;s%& 

  X + 2y ≤ 20 

X + y ≤ 15 

X ≥0 

   y ≥ 0 
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bdkbZ 11 vuqdwyre lehdj.k fuopZu ,oa iz;ksx 

11-1 izLrkouk 

11-2 mn~ns'; 

11-3 eq[; HkkXk 

11-3-1 vuqdwyre djus esa tfVy ?kVd 

11-3-2 fuck/k ,oa vck/k vuqdwyre 

11-4 vodyu 

11-4-1 lhekUr fo”ys’k.k ,oa vodyu lEcU/k 

11-5 vodyu dh izfØ;k 

11-5-1 vodyu ds fu;e  

11-6 vuqdwyre leL;kvksa esa vodyu dk iz;ksx 

11-6-1 vf/kdre dj.k leL;k  

11-6-2 izFke Øe “krZ % ykHk vf/kdredj.k 

11-6-3 f}rh; vodyu ,oa f}rh; Øe “krZ 

11-7 U;wurehdj.k leL;k 

11-7-1 vkaf”kd vodyu vkSj cgqpj vuqdwyre 

11-7-2 vkaf”kd vodyu 

11-8 lkjka”k  

11-9 “kCnkoyhs 

11-10+ vH;kl iz”uksa ds mRrj 

11-11 lanHkZ lfgr XkzaFk 

11-12 mi;ksxh@lgk;d XkzUFk  

11-13 fucU/kkRed iz”u 
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11-1 izLrkouk 

fiNyh bdkb;ksa esa vius jSf[kd izksXkzkfeaXk ,oa vkXr&fuXZr fo”ys’k.k ds ek/;e ls ;g 

Kkr fd;k fd vius lhfer o fuf”pr lk/kuksa ls vf/kdre ykHk dSls vftZr fd;k 

tkrk gS ,oa vFkZO;oLFkk ds fofHkUu m|ksXksa dh ijLij fuHkZjrk dh ekU;rk dks 

vkXr&fuXkZr ds lEcU/k ds :Ik esa mn; gksrh gSA 

izLrqr bdkbZ esa vuqdwyre lehdj.kksa ls ek/;e ls ml loksZre fØ;k dk fu/kkZj.k djus 

dk iz;kl fd;k tk;sXk ftlls okafNr mís”; dh izkfIr gks ldsA 

vodyuksa ds ek/;e ls ,sls dbZ vuqdwyre leL;kvksa dks gy djus dk ,d iz;kl 

fd;k tk;sXkA fofHkuu vuqdwyre rduhdksa dk voyksdu djds ,slh leL;kvksa dk gy 

fudkyk tk;sXk ftlls mRiknu ,oa miHkksDrk ds mís”; dh iwfrZ gks ldsaaA 

11-2 mn~ns“; 

izLrqr bdkbZ ds v/;;u ds ckn ge ;g tku ldsaxss fd& 

1& vuqdwyre lehdj.k D;k gksrs gSA 

2& fofHkUu vuqdwyre rduhd ftuds lgk;rk ls vkfFkZd leL;kvksa dks 

gy fd;k tk ldrk gSA 

3& vodyuksa dk vuqdwyre leL;kvksa esa iz;ksxA 

4& vf/kdredj.k ,oa U;wurEkhdj.k tSls vkfFkZd leL;kvksa ds fy;s 

vuqdwyre lehdj.k dk iz;ksXkA 

11-3 eq[; HkkXk 

vkn”kZoknh vkfFkZd fu.kZ; fo”ys’k.k mu fØ;kvksa dks fu/kkZfj.k djrk gS tks ,d okafNr 

mís”; dks loksZRre <aXk ls izkIr dj ldsA bldk rkRi;Z gS fd ,slh fØ;k tks ,d 

mís”; Qyu ¼vf/kdre ;k U;wure½ dks vuqdwyre dj ldsaA mnkgj.k ds fy;s ,d 

dher&mRiknu leL;k esa] ge ml mRiknu Lrj dks fu/kkZfjr djuk pkgsaXks tgk¡ ykHk 

vf/kdre gksaA ,d mRiknu leL;k esa vkXkrksa ds mu la;ksxksa dks Kkr djuk gksrk gS tks 

mRiknu ds ,d fn;s gq, Lrj dks U;wure ykxr esa mRikfnr dj ldsaA ,d iw¡th ctV 

leL;k esa fuos”k ds “kq) orZeku Ekku dks vf/kdre djus okys izkstsDV dk pquko fd;k 

tk ldsaA vuqdwyre leL;kvksa dks gy djus ds fofHkUu rduhdsa iz;qDr dh tkrh gSA 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   �
��

vuqdwyre rduhd ,d egRoiw.kZ midj.k gS tks ,d m|eh ds lk/kuksa dks dq”kyre 

rjhdksa ls iz;qDr djds ykHk ,oa /ku dks vf/kdre djrk gSA 

leL;k dk ewy :Ik mu oSdfYid lk/kuksa dks fpfUgr djuk gS ftlls] fuck/kkas dks /;ku 

esa j[krs gq;s],d fn;s gq;s mís”; Qyu dks izkIr fd;k tk lds vkSj fQj mu lk?kuksa esa 

ls ml oSdfYid dks p;u djuk ftlls fd mís”; dh izkfIr lcls dq”kyre rjhds ls 

gks lds]  

Xkf.krh; :Ik esa bl leL;k dks fuEufyf[kr :Ik ls izLrqr fd;k tk ldrk gSA 

vuqdqyre dhft;s ¼optimize½ y = f (X1, X2, �� Xn)      ---------(A)

Subject to bj ( X1, X2, ���Xn) 








≥

≤
bj �..j = 1, 2, �. M   ------(B) 

lehŒ ¼A½ mís”; Qyu gS tcfd lehŒ ¼B½ fuck/kksa ds lsV dks O;Dr djrk gSA 

leL;k dh izÑfr dks ns[krs gq;s] vuqdwyre dk rkRi;Z mís”;@Qyu dks vf/kdre 

djuk ;k U;wure djus ls gksrk gSA lehŒ ¼B½ esa fpUg bl ckr dks bafXkr djrs gS fd 

gj fuck/k lfedk vFkok vlfedk ds lEcU/k dk :Ik ys ldrk gSA 

11-3-1 vuqdwyre djus esa tfVy ?kVd &  

cgqr lkjs ,sls ?kVd gksrs gS tks vuqdwyre leL;kvksa dks tfVy cuk nsrs gSa vkSj gy 

djus esa eqf”dy iSnk djrs gSA ,slk gh ,d tfVy ?kVd gS leL;k esa cgq fu.kkZ;d pj 

dk fo|eku gksukA ,d mRiknd QeZ ds fy;s ykHk vf/kdre mRiknu dk fu/kkZfj.k 

ljy <aXk ls fd;k tk ldrk gSA ijUrq ,d cM+h QeZ vDlj cM+h rknkn esa fofHkUu 

mRiknksa dks mRikn djrh gSA Qy Lo:Ik ds fy;s ,slh QeZ dk ykHk vf/kdredj.k 

leL;k gj mRiknu ds fy;s vla[; mRiknd fu.kZ;ksa dh t:jr gksrh gSa A 

nwljk ?kVd tks ,slh leL;k dks gy djus esa eqf”dy iSnk djrh gS oks gS & fu.kkZ;d 

pj ,oa lEcfU/kr urhtksa ds chp tfVy izÑfr dk lEcU/kA mnkgj.k ds fy;s & yksd 

uhfr fu.kZ;ksa esa ;s fu/kkZj.k djuk vR;Ur dfBu gks tkrk gS fd ,d fn;s gq;s O;; vkSj 

cM+h gq;h vk;] jkstXkkj vkSj mRikndrk ykHk ds chp lEcU/k dSls fu/kkZj.k fd;k tk;A 

pjksa ds chp dksbZ ljy lEcU/k ugha fo|eku gksrkA 
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rhljk tfVy ?kVd gS fu.kkZ;d pj eas ,d ;k ,d ls vf/kd tfVy fuck/kksa dk 

fo|eku gksukA mnkgj.krk oLrqrk gj laXBu esa ,sls lhehr lk/ku® ds fuck/k gksrs gS tks 

fu/kkZ;d pj ij Fkksis tkrs gS TkSLks iw¡th] vkfn ftu ij mudk o“k gksrk gSA bu fuck/kksa 

dks fu.kkZ;d leL;k esa lekfgr djuk pkfg;s ugh arks vuqdwyre rduhd ,slk gy 

izLrqr djsXk tks O;kogkfjd n`f’V ls vLohÑfr gksXkkA 

vU; tfVy ?kVd gS vfuf”prrk dk gksukA izLrqr v/;;u esa ge fu.kZ; djus ds 

fo”ys’k.k dks fuf”prrk rd gh lhfer djsxsassA 

11-3-2 fuckZ/k ,oa vck/k vuqdwyre 

vck/k vuqdwyre rduhd ds vUrXZr leL;k ds fu.kkZ;d pjksa esa dksbZ Hkh izfrcU/k ugha 

j[kk tkrk vkSj vodyu ds ek/;e ls mldk fo”ys’k.k fd;k tkrk gSA nwljk vR;Ur 

ljy :Ik ftlls fd vuqdwyre leL;k dk fuokj.k fd;k tk ldrk gS] oks gS leL;k 

ds izfrcU/kksa dks cjkcjh vFkok lfedk lecU/k }kjk Li’V djukA 

fuckZ/k vuqdwyre leL;k dks ysXjsUkft;u Xkq.kd ¼ lagrangian Mulliplier½ }kjk 

Kkr fd;k tk ldrk gSA vDlj gkykafd] vkfFkZd fu.kZ; pjksa esa fuck/k ,d vlfedk 

lEcU/k dk :Ik ys ysrs gSaA 

jSf[kd izk;kstu leL;k mRiknu esa fu.kZ;kRed leL;kvksa dk loksZRre gy djus esa 

iz;qDr gksrh gS blds vUrXZr] nksuksa gh mís”; ,oa fuck/k lEcU/kksa dks fu.kZ; psjksa ds 

js[kh; lEcU/k }kjk fd;k tkrk gSA blds vykok f}?kkrh izk;kstu leL;k Hkh gksrh gS 

tgk¡ mís”; Qyu fu.kZ; pjksa dk f}?kkrh :Ik ys ysrh gSA 

11-4 vodyu 

,d ykHk vf/kdre mnkgj.k esa lhekUr fo”ys’k.k /kkj.kk ;g Li’V djrk gS fd mís”; 

vkSj fu.kZ; pjksa ds lEcU/k dks lkj.kh ;k js[kk fp= ds }kjk O;Dr fd;k tk ldrk gSA 

;g /kkj.kk rc tfVy gks tkrh gS tc dbZ fu.kkZ;d pj gksrs gS ;k fQj fu.kZ; pj ,oa 

mís”; Qyu ds e/; lEcU/k dks chtXf.krh; :Ik esa O;Dr fd;k tkrk gS] vodyu ds= 

egRoiw.kZ :iksa dks leL;k ds vuqdwyre gyksa dks Kkr djus ds fy;s fd;k tk ldrk 

gSA 

11-4-1 lhekUr fo”ys’k.k ,oa vodyu lEcU/k 
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eku fyft;s fd ,d mís”; Qyu gS] Y dks vuqdwyre djuk ftls chtXf.krh; :I esa 

fu.kkZ;d pj X ds  Qyu ds :I esa O;Dr fd;k tk ldrk gSA 

Y = f (X) 

lhekUr ykHk & mRiknu dh ,d vfrfjDr bdkbZ esa ifjorZu djus ls ykHk esa gksus okyk 

ifjorZu lhekUr ykHk gksrk gSA lkekU; :Ik esa fdlh pj Y ds lhekUr eku dks tks 

vU; pj X dk Qyu gSA mls X bdkbZ esa ,d bdkbZ ifjorZu djus ij Y esa gksus 

okys ifjorZu ds }kjk ifjHkkf’kr fd;k tk ldrk gSA 

Y, (My) ds lhekUr eku dks Y, (∆ y) esa gksus okys ifjorZu ds }kjk fudkyk tk 

ldrk gSA tks X, (∆ X) esa fn;s Xk;s ifjorZu ds QyLo:Ik gksrk gSA  

My = ∆ y / ∆ X 

bl fn;s Xk;s O;DrRo dh Xk.kuk djus ij X ds ifjorZu ds vkdkj ds ifjorZu ij 

fuHkZj djrs gq, Y ds lhekUr eku ds fofHkUu eku  izkIr gksrs gSA 

;fn ∆ X ,d lrr pj tks fofHkUu fractional  eku ys ldrk gS] rks My dh X.kuk 

djrs le; ge ;g eku ldrs gS fd ∆ X “kwU; rd tk ldrk gSA voËkkj.kk esa bl 

foPkkj dks vodyu dgk tkrk gSA 

Qyu dk igyk vodyt dks ifjHkkf’kr djrs gq;s ∆y / ∆X ds vuqikr dks lhfer 

djuk gS tSls ∆X “kwU; dh vksj c<rk gSA 

dy / dX = limit ∆y / ∆X  

∆X → 0 

XkzkQhdh; fofËk ls fdlh Hkh Qyu dk igyk vodyu ml fn;s Xk;s oØ ds <ky ds 

}kjk O;Dr fd;k tk ldrk gSA eku yhft;s] ge fcUnq Xo ij Y = f (X) dk 

vodyu fudkyuk pkgrs gSA dy / dX tangent js[kk CD dh <ky dks ekirh gSA 
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mnkgj.k ds fy;s ];fn Y dh lhekUr eki dh Xk.kuk ,d lw{e varjky Xo ls X1 ls 

dh tk; rks js[kk C ls B dh <ky cjkcj gksXkh & 

M�y = ∆ y / ∆ X 

 = Y1 � Y0 / X1 � X0

;g ECD tangent js[kk dh <ky dks O;Dr djus dh ,d csgrj Xk.kuk djrh gSA vr% 

ge ns[krs gS fd ∆ X dk eku ftruk de gksXkk] oØ dh <ky dk vf/kd csgrj 

izLrqrhdj.k gks ldsXkkA tc ∆ X → 0 gS rks C fcUnq ij Y = f (X) oØ dk <ky 

irk fd;k tk ldrk gSA 
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11-5 vodyu dh izfØ;k 

vodyu dh izfØ;k & vFkkZr Qyu ds vodyu dks Kkr djuk ∆ Y/∆ X ds vuqikr 

ds lhfer eku dks fu/kkZfjr djus esa fufgr gSA ,d Qyu ds vodyu dks Kkr djus 

ds fy;s] cht Xf.kr izfØ;k ds ek/;e ls bldks izkIr dj ldrs gSA bl izfØ;k ds 

fof”kf’V fu;eksa dks uhps izLrqr fd;k tk jgk gSA 

eku yhft;s ykHk dks mRiknu ek=k ds Qyu  esa O;Dr dj ldrs gSaA 

π = -40 + 140Q � 10Q
2   

------ 1 

dπ/dQ dks Kkr djus ds fy;s loZizFke lhekUr ykHk ∆π/∆Q dks Kkr djsxsas tSls∆Q → 0 

eku yhft;s ykHk dk u;k Lrj ¼π + ∆π½ ij O;Dr djus ij mRiknu esa o`f)¼Q + ∆Q½

lehŒ 1 ls ;g Kkr gS fd  

¼π + ∆π½ = - 40 + 140 ¼Q + ∆Q½ � 10 ¼Q + ∆Q½2 
----- 2 

bl lehdj.k dks foLrkj djus ij vkSj fQj chtXf.kr }kjk gy djus ij  

¼π + ∆π½ == - 40 + 140Q+ 140∆Q � 10 [Q
2
+2Q∆Q +(∆Q½2] 

            =- 40 + 140Q� 10 Q
2
 + 140∆Q -20Q∆Q- 10(∆Q½2-------3 

lehŒ 3 dks lehŒ 1 ls gVkus ij  

∆π = 140 ∆Q � 20Q ∆Q � 10 (∆Q)
2 
   

lhekUr ykHk vuqikr ∆π/∆Q cukus ij & 

∆π/∆Q=  [140∆Q -20Q∆Q- 10(∆Q½2]/ ∆Q 

= 140 � 20Q � 10 ∆Q   -------- 4 

lehŒ 4 dh lhek ysrs gq;s tSls tSls Q “kwU; dh vksj vXkzlj gksrk gS] ykHk Qyu dks 

vodyu ds :with esa bl izdkj O;Dr dj ldrs gSA 

dπ/dQ = limit [140 -20Q -10∆Q] ∆Q→0 

= 140 � 2 Q    ---------5 
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;fn gesa Q ds fdlh fuf”pr eku ij ykHk Qyu dk vodyu fudkyuk gks rks lehŒ 

5 dks bl eku ds fy;s O;k[;k dj ldrs gSA ;fn Q = 3 units ij ykHk Qyu dh 

<ky vFkkZr lhekUr ykHk fdruk gksXk rks Q = 3 dks lehŒ 5 esa izfrLFkkfir djus ij  

∂π/∂Q = 140 � 20 (3) = Rs 80 izfr bdkbZ 

11-5-1 vodyu ds fu;e  

lkekU; fu;eksa dh ,d J`a[kyk] mi;qZDr izfØ;k ls O;qRiUu fofHkUu izdkj ds Qyuksa dsk 

vodyu djus ds fy, fo|eku gS% 

fLFkj Qyu & fLFkj Qyu dks bl :i esa O;Dr dj ldrs gSA 

Y = a 

tgk¡ a fLFkjkad gS ¼vFkkZr Y, X ls LorU= gS½A fLFkj Qyu dk vodyu “kwU; ds 

cjkcj gksrk gS 

dy / dy = 0 

mnkgj.k ds fy;s] fLFkj Qyu % 

Y = 4  

d¨ xzkQ A esa fn[kk;k X;k gSA D;ksafd ;g fLFkj Qyu v{k dh lekUrj js[kk gS ftldh 

<ky “kwU; gSA vr% bldk vodyu ¼dy/dX½“kwU; ds cjkcj gSA 

 ?kkr Qyu & ?kkr  Qyu dk :ith gSA 

Y = aX
b

tgk¡ a & b fLFkjkad gSA ?kkr Qyu dk vodyu b Xkq.kk a gS Xkq.kk X ij ?kkr (b-1) 

dy / dy = b.a.X
b-1

mnkgj.k Y = 2X dks XkzkQ B esa izLrqr fd;k X;k gSA Qyu dh <ky ¾ 2 vkSj ;g X 

ds lHkh eku ds fy; fLFkj gSA Power Qyu dks ykXkw djus ij tgk¡ a = 2 & b = 1 

= dy / dy = 1.2.X
1-1

 = 2X
0 

= 2 
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;g /;ku nsus ;ksX; gS fd fdlh pj ij “kwU; ges”kk 0 ds cjkcj gksrh gSA 

vc eku yhft, Y = X
2 ¼fp= C½ 

Power Qyu fu;e dks ykxw djus ij ¼a = 1, b= 2½

dy / dX = 2. 1.X
2-1 

= 2 X 
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;g ns[kk tk ldrk gS fd vodyu _.kkRed gksrk gS tc X<O, O tc X = O vkSj 

?kukRed tc X > O 

Qyuksa dk ;ksxQy dk vodyu 

eku yhft, Y = f (X) nks ;g mlls vf/kd fHkUu Qyuksa ds tksM+ dks O;Dr djrh gSA 

f1 (X), f2 (X) 

Y = f1 (X) + f2 (X) 

Y dk vodyu X ds lkis{k esa Kkr djus ds fy;s gj Qyu dks vodyu djus ds 

i”pkr ifj.kke dks tksM+ nsuk gSA 

dy / dX = (df1 (X) / dX) + (df2 (X)/dX) 

bl ifj.kke dks dbZ fHkUu Qyuksa ds tksM+ ds vodyu dks Kkr djus ds iz;qDr fd;k 

tk ldrk gSA 

nks Qyuksa dk Xkq.ku dk vodyu  

eku yhft;s fd pj Y nks vyx vyx Qyuksa f1 (X) vkSj f2 (X) dk Xkq.ku gSA 

nks Qyuksa ds Xq.kuQy dk vodyu] izFke Qyu X f}rh; Qyu dk vodyu + 

f}rh; Qyu X izFke Qyu dk vodyu ds cjkcj gksrk gSA 

dy / dX = f1 (X), df2 (X) / dX + f2 (X), df1 (X) / dX 

mnkgj.k vodyu dhft;s 

Y = X
2
 (2X � 3) 

dy / dX = X
2
. D / dX [(2X � 3)] + (2X � 3). D / dX (X

2
) 

= X
2
 (2 � 0) + (2X � 3). (2X) 

= 2X
2
 + 4X

2
 � 6X 

= 6X
2
 � 6X 

= 6X (X � 1) 

Qyu ds HkkXkQy dk vodyu & 

nks Qyuksa ds HkkXQy dk vodyu fuEu izdkj O;Dr fd;k tk ldrk gS & 
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Y = f1 (X) / f2 (X) 

dy / dX = [{f2 (X). (df1 (X) / dX)] � [f1 (X). (df2 (X) / dX) }]  /  [f2

(X)]
2

mnkgj.k  

Y = 10X
2
 / 5X-1 

dy / dX =[ (5X � 1). 20X] � [10X
2
. 5 / (5X-1)

2
] /(5X-1)

 2 

=(100X
2 
� 20X � 50X

2
) /(5X-1)

 2

= 50X
2
 � 20X / (5X � 1)

 2

 = 10 X (5X � 2) / (5X-1)
 2 

Qyu ds Qyu dk vodyu ¼Jà[kyk fu;e½  

Ekku yhft;s Y, Z pj dk Qyu gS] Y = f1 (Z) vkSj Z, X pj dk Qyu gS ,Z = f2

(X) rc Y dk vodyu X ds lkis{k esa fu/kkZfjr djus ds fy;s loZizFke dy / dz vkSj 

dz / dX Kkr djsa vkSj fQj nksuksa dks Xkq.ku djsaA 

dy / dX  = (dy / dX) . (dz / dX) 

  = (df1 (Z) / dz) . (df2 (X) / dX) 

mnkgj.k Y dk vodyu X ds lkis{k esa Kkr djsa 

tc Y =  10z � 2z
2
 � 3 

tgk¡ Z dk lEcU/k X ls bl izdkj ls gS 

Z = 2X
2
-1 

gy &  dy / dz = 10 � 4z 

 dy / dX = 4X 

rc dy /dX = (10-4z) . 4X 

X dks Z ds LFkku ds izfrLFkkfir djus ij  

dy / dX= [10 � 4 (2X
2
 � 1)] .4X 

 = (10 � 8X
2
 + 4) . 4X 
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 = 40X � 32X
3
 + 16X 

 = 56X � 32X
3

 = 8X (7 � 4X
2
) 

11-6 vuqdwyre leL;kvksa esa vodyu dk iz;ksx 

izcU/kdh; vFkZ”kkL= esa vf/kdre vc U;wure leL;kvksa ds iz;ksx vuqdwyre gyksa dks 

Kkr djus ds fy;s vodyuksa dk izk;% iz;ksx fd;k tkrk gSA 

11-6-1 vf/kdre dj.k leL;k  

lhekUr fo”ys’k.k ds vUrXkZr fdlh oØ ds vf/kdre fcUnq dks Kkr djus ds fy;s 

¼mnkgj.k ds fy;s vf/kdre ykHk½ ,d vko”;d “krZ ¼fdUrq  iwath;kZIr ugha½ “krZ ;g gS 

fd bl fcUnq ij oØ dh <ky “kwU; ds cjkcj gks blh “krZ dks vodyu ds ek/;e ls 

Hkh O;Dr fd;k tk ldrk gSA D;ksafd ,d Qyu dk vodyu fdlh fcUnq dh <ky ;k 

mldh lhekUr eku dks ekirk gS] Qyu Y = f (X) dh vf/kdre eku dks Kkr djus 

dh vko”;d “krZ ;g gS fd bl fcUnq ij dy/dX vodyu “kwU; ds cjkcj gksrk gSA 

bls fdlh vkSj chtXkf.kr Qyu ds vf/kdre vFkok U;wure fcUnq dks izkIr djus dh 

izFke Øe “krZ dgk tkrk gSA 

11-6-2 izFke Øe “krZ % ykHk vf/kdredj.k 

ykHk Qyu dks iz;ksx djrs gq;s 

π= - 40 + 140Q -+ 10Q
2

Qyu dk izFke vodyu “kwU; j[k dj fudkyus ij 

dπ/dQ = 140 � 20Q 

O = 140 = 20Q 

bl lehŒ dks ds fy;s gy djus ij bdkbZ izkIr gksrk gS tks ykHk vf/kdre mRiknu 

Lrj gSA 

;g ykHk vkSj izFke vodyu Qyu vuqdwyre gy gS fp= 4 esa ge ns[k ldrs gS fd 

ykHk vf/kdre ml fcUnq ij gksrk gS tgk¡ Qyu u c<+ jgk gS u ?kV jgk gSA nwljs 

“kCnksa esa] tgk¡ <ky ¼;k izFke vodyu½ “kwU; ds cjkcj gksrh gSA 
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11-6-3 f}rh; vodyu ,oa f}rh; Øe “krZ Qyu ds vodyu dks “kwU; ds cjkcj 

dj nsus ls vkSj izkIr lehŒ dks fu.kkZ;d pj ds eku dk gy fudkyus ls ;g lk{; 

ugha gks tkrk fd og fcUnq gh izkIr gksXkk ftl ij Qyu ,d vf/kdre ekus ysrk gSA 

,d U vkÑfr Qyu dh <ky fuEure fcUnq ij Hkh “kwU; ds cjkcj gksrh gS vkSj 

Qyu viuk U;wure eku bl fn;s ij fcUnq ij izkIr djrk gSA nwljs “kCnksa esa] 

vodyu dks “kwU; ij r; djuk Qyu vf/kdre eku fudkyus ds fy;s ,d 

vko”;d “krZ rks vo”; gS ij iawth i;kZIr ughaA nwljh “krZ] ftls f}rh; Øe “krZ fd 

izFke Øe “krZ ls izkIr fd;k Xk;k fcUnq] chtXf.krh; Qyu dk vf/kdre fcUnq gS 

vFkok U;wure fcUnqA 
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bl fLFkfr dks uhps fn;s fp= ds ek/;e ls le>k;k Xk;k gSA fp= 5 esa nksuksa fcUnq A

rFkk B ij Qyu dk <ky ¼izFke vodyu dy/dX½ “kwU; ds cjkdj gSA gkykafd flQZ 

fcUnq B ij gh Qyu viuk vf/kdre eku izkIr djrh gSA ge ;g ns[k ldrs gS fd 

Qyu Y = f (X) ds vf/kdre eku B ds iM+ksl esa lhekUr eku ¼vFkok <ky½ fujUrj 

?kVrk tk jgk gSA 

igys dy / dX ds fcUnq rd rks <ky ?kukRed gS vkSj i”pkr <ky +_.kkRed gks tkrh 

gS vr% gesa ;g vko”;d :with ls fu/kkZfjr dj ysuk pkfg;s fd <ky dh lhekUr eku 

¼<ky dh <ky½ ?kVrh jgh gSA ;g ns[kus ds fy;s fd lhekUr eku ?kV jgh gS ,d 

ijh{k.k fd;k tk ldrk gSA lhekUr eku dk vodyu fudkyuk vkSj fQj ;g tkap 

djuk fd Qyu ds fn;s Xk;s fcUnq ij ;g _.kkRed gS vFkok ughaA vljnkj  :ih ls] 

gesa vodyu dk vodyu fudkyus dks vko”;drk gksXkh vFkkZr Qyu dk f}rh; 

vodyu vkSj fQj ijh{k.k dSlk fd “kwU; ls de gS vFkok ughaA 

Qyu Y = f (X) dk f}rh; vodyu bl izdkj fy[kk tkrk gSA d
2
y / dX

2 ,d 

vf/kdre fcUnq rc izkIr gksrk gS tc f}rh; vodyu _.kkRed gksrk gS d2
y / dX

2 
<O 

mnkgj.k & Åij fn;s X;s ykHk vf/kdre dj.k mnkgj.k dks gh ysrs gq;s izFke vodyu 

ls gh f}rh; vodyu izkIr fd;k tkrk gSA 

dπ/dQ = 140 � 20Q 

d
2π/dQ

2
 = 0 + 1. (-20) � Q

1-1

= -20 

D;ksafd d2π/dQ
2
 = < 0] ge tkurs gS fd ykHk vf/kdre fcUnq izkIr gks Xk;k Qyu ds 

U;wure eku dks Kkr djus ds fy;s foijhr “krZ dks fy;k tkrk gS fp=  esa Y = f (X)

Qyu ds fy;s fcUnq A ¼U;wure eku½ ds iM+ksl esa lhekUr eku ¼<ky½ fujUrj c<+ jgk 

gSA izFke rks <ky ml fcUnq rd _.kkRed gS tgk¡ dy / dX = 0 vkSj mlds i”pkr 

<ky /kukRed gks tkrh gSA vr% ge ;g ijh{k.k djds ns[krs gS fd ;fn d
2
y / dX

2
y

fdlh fcUnq ij gS rks ;g U;wure fcUnq gSA 
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11-7 U;wurehdj.k leL;k 

fu.kZ; ysus dh fLFkfr;ksa esa] yo.k U;wurehdj.k Hkh ,d mís”; gksrk gSA ykHk 

vf/kdredj.k leL;kvksa dh Hkkafr vodyu dks bl lanHkZ ds vuqdwyre fcUnq dks Kkr 

djus ds fy;s Hkh iz;qDr fd;k tk ldrk gSA 

mnkgj.k & C = 15 � 040 Q + . 000080Q
2 

tgk¡ C = ykxr ,oa Q = mRiknu Lrj 

C dks Q ds lkis{k esa vodyu djus ij   

dc / dQ = -.040 + .000160Q 

bl vodyu dks O ds ykdj j[kus ij vkSj Q gy djus ij 

O = -.040 + .000160Q 

Q* = 250 

f}rh; vodyu fudkyus ij  
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D;ksafd f}rh; vodyu /kukRed gS] Q dk mRiknu Lrj ¾ 250 og ek=k gS tc 

vkSlr dqy ykxr U;wure gksXkhA 

Lkkjka”k :Ik esa] ge ns[krs gS fd fdlh Qyu dk vf/kdre ,oa U;wure eku Kkr djus 

ds fy;s mi;qZDr nks “krksZa dh vko”;drk gksrh gSA izFke Øe “krZ ml fcUnq dks fu/kkZfjr 

djrh gS tgk¡ vodyu dy / dX = 0A ,d ls vf/kd fcUnq gksus ij f}rh; Øe “krZ 

dks iz;qdr fd;k tkrk gS ftlls Qyus ds fn;s X;s fcUnqvks dk vf/kdre ;k U;wure 

eku fu/kkZfjr fd;k tk ldsaA f}rh; d
2
y/dX

2 vodyu ;g bafXr djrk gS fd fn;k 

X;k fcUInq Qyu dk vf/kdre ekuk gSA(d2
y / dX

2
 <O) vFkok U;wure eku (d

2
y / 

dX
2
 >O) 

11-7-1 vkaf”kd vodyu vkSj cgqpj vuqdwyre 

vc rd dk fo”ys’k.k pj Y dks ,d fu.kZ; pj X ds Qyu ds :with esa O;Dr fd;s 

tkus rd lhfer FkkA gkykafd vkerkSj ij vkfFkZd lEcU/kksa nks ;k mlls vf/kd fu.kZ; 

pjksa ij fuHkZj djrs gSA mnkgj.k ds fy;s ,d mRiknu Qyu fdlh QeZ] m|ksX vkfn ds 

fuXZr dks mls fufeZr djus okys vkXzks tSls iwath] Je] dPpk eky vkfn ls lEcfU/kr 

gksrk gSA vU; mnkgj.k gS ekax Qyu tks fdlh mrikn ;k lsok dh fcØh ;k foØ; 

vU; pjksa tSls dher] foKkiu LfkkukiUu oLrqvksa dh dhersa] vk; vkfn ls lEcfU/kr gksrs 

gSaA 

11-7-2 vkaf”kd vodyu 

eku yhft;s] vad vkfJr pj nks LorU= fu.kZ; pjksa (X1 & X2) dk Qyu gSA 

Y = f (X1, X2) 

X1 ;k X2 esa ifjorZu ds dkj.k esa gksus okus ifjorZu dh leh{kk dh tk;A X1 ds fn;s 

Xk;s ifjorZu ls ¼ ∆y/∆X½ ij gksus okys lhekUr izHkko dks nwj djus ds fy;s] X2 dks 

fLFkj eku fy;k tkrk gSA blh izdkj ls X2 esa ifjorZu ls Y ij X2 ds dkj.k lhekUr 

izHkko dks nwj djus ds fy;s ¼ ∆y/∆X2½ pj dks fLFkj eku fy;k tkrk gSA 

;fn vU; pjksa dks fLFkjkad ;k vpj ekudj fdlh ,d pj esa ifjorZu ds lhekUr izHkko 

dk eku y esa ifjorZu yk;sa] rks ;g Qyu dk vkaf”kd vodyu dgk tk;sXkkA 
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mnkgj.k ds fy;s ;fn Z = f (s, y ) gS 

Rkks ¼ i½ ;fn dks vpj ;k fLFkjkad ekudj Z dk vodyu X ds lkis{k fd;k tk rks 

vodyu dks  dz / dz fy[kk ikrk gS rFkk bls ßX ds lkis{k dk vkaf”kd vodyuÞ 

dgk tkrk gSA dks ßMsYVk Z okbZ MsYVk X i<+k ikrk gSAÞ 

;fn X dks vpj ;k fLFkjkad ekudj z dk vodyu y ds lkis{k fd;k tk;] rks 

vodyu dks dz / dy fy[kk tkrk gSA 

mnkgj.k & vkaf”kd vodyu fudkyus ds fy;s ge ykHk pj π dks nks mRiknksa ¼rsy 

vkSj XkSl½ Q1 vkSj Q2 dk Qyu ysrs gSA 

π = -60 + 140 Q1 + 10 Q2 � 10 Q2 � 10 Q1
2
 � Q2

2
 � 6 Q1 Q2

Q2 dks fLFkj ekudj dk vkaf”kd vodyu Q1 ds lkis{k esa  

dπ/dQ = 0 + 140 + 0 + 2. (-10). Q1 � 0 � 6Q2 

= 140 � 20 Q1 � 6Q2 

blh izdkj ls Q1 dks fLFkj ysrs gq;s] π dk vkf”kd vodyu Q2 ds lkis{k esa 

dπ/dQ2 = 0 + 0 + 100 � 0 + 2. (-8). Q2 � 6Q1 

= 100 � 16 Q2 � 6Q1

mnkgj.k Q = 3.0 P 
-.50

 A
.25

tgk¡ Q = csph Xk;h mriknu dh ek=k foØ; dhers A = foKkiu ij O;; 

Q dk vkaf”kd lUrqyu P ds lkis{k esa  

dQ / dp = 3.0A 
.25

 (-.50P
-50-1

) 

= - 1.5 P 
-1.50

 A
.25 

blh izdkj ls Q dk vkaf”kd vodyu A ds lkis{k esa 

dQ / dA =  3.0P 
-.50

 (.25A 
.25-1

) 

= .75 P 
-.50

 A 
-.75
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vkaf”kd vodyu dks nks ;k mlls vf/kd X pj okys vf/kdredj.k ,oa U;wurehdj.k 

leL;k ds vuqdwyre gy dks izkIr djus esa iz;qDr fd;k tk ldrk gSA 

11-8 lkjka”k  

fuf”prrk ds vUrXZr fu.kZ; cukus ds {ks= esa leL;kvksa ds nks foLrr̀ {ks= gS & vck/k 

vuqdwyre leL;k ,oa ckf/kr vuqdwyre leL;k lhekUr fo”ys’k.k fdlh Hkh vkfFkZd 

fØ;k ds foLrkj ,oa ladqpu dh fu.kZ; lajpuk esa egRo j[krh gSA vodyu dk lhekUr 

fo”ys’k.k ls ,d fudV lEcU/k gS ftls fdlh Hkh chtXf.krh; lEcU/k dks O;Dr djus esa 

iz;qDr fd;k tkrk gSA ¼fu.kkZ;d pj ,oa mís”; pj ds e/;½ izFke vodyu fn;s X;s 

fcUnq ij fdlh Qyu ds ifjorZu dh nj vFkok <ky dks ekirk gSA vkSj ;g lhekUr 

Qyu dh lhfer eku ds cjkcj gksrk gSA 

fof”k’V izdkj ds Qyksa ds vodyu dks Kkr djus ds fy;s fofHkUu fu;e fn;s X;s gSA 

fdlh Qyu ds vf/kdre vFkok U;wure fcUnq dks Kkr djus ds fy;s ,d vko”;d 

fdUrq vi;kZIr “krZ ;g gS fd izFke vodyu “kwU; ds cjkcj gSA bls izFke Ø; “krZ 

dgrs gSaA 

f}rh; Øe “krZ dh vko”;drk ;g fu/kkZfjr djus dh gksrh gS fd fn;k X;k fcUnq 

vf/kdre gS vFkok U;wure f}rh; vodyu ;g bafXr djrk gS fd fn;k X;k fcUnq 

vf/kdre gS ;fn f}rh; vodyu “kwU; ls de gS vkSj U;wure gS ;fn f}rh; vodyu 

“kwU; ls vf/kd gSA 

fdlh cgqpj Qyu dk vkaf”kd vodyu vU; pjksa dks fLFkj j[krs gq;s Qyu ds eku 

ij fdlh ,d pj esa ifjorZu djus ij gksus okys lhekUr izHkko dks ekirk gSA ckf/kr 

vuqdwyre leL;k esa ysXkjsUtt Xkq.kkad rduhd dks Qyu dh vuqdwyre eku dks Kkr 

djus ds fy;s iz;qDr fd;k tkrk gSA vU; pjksa dks layXu djus ij ysXkjsUtt Xkq.kd 

rduhd ,d ckf/kd leL;k ls vck/k leL;k esa cny tkrk gSA ftls vodyu fof/k 

}kjk gy fd;k tk ldrk gSA 

11-9 “kCnkoyhs 

Qyu dk vodyu & ;fn ∆ X → 0 rks fHkUu ∆y / ∆X dh lhek dks f (X) dk X 

ds lkis{k vodyu dk vody Xkq.kkad   dgrs gSa 
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vodyu & fdlh Qyu f (X) dk vodyu Kkr djus dh Xkf.krh; fØ;k dks 

vodyu dgk tkrk gSA 

vuqdwyre rduhd & ,sls midj.k ftuls fdlh m|eh ds lka/kuksa dks dq”kyiwoZd 

izcU/ku fd;k tk lds ftlls ykHk vf/kdre fd;k tk ldsA 

fuck/k vuqdwyre leL;k & ,slh vuqdwyre leL;k ftls mís”; ,oa fuck/k Qyuksa 

}kjk O;Dr fd;k tk ldrk gSA tgk¡ fu.kkZ;d pkjksa ij izfrcU/k gksuk gSA 

vck/k vuqdwyre leL;k & ,slh vuqdwyre leL;k tgk¡ fu.kZ; pjks ij dksbZ izfrcU/k 

ykXkw ugha gksrk gS vkSj vodyu ds ek/;e ls bls gy fd;k tk ldrk gSA 

ysXkjsUtst Xkq.kkad & bl rduhd dk iz;ksx ,slh leL;kvksa ds gyksa dks Kkr djus ds 

fy;s iz;qdr fd;k tkrk gSA tgk¡ leL;kvksa ds izfrcU/kksa dk lfedk lEcU/k }kjk O;Dr 

fd;k tk ldsA 

11-10+ vH;kl iz”uksa ds mRrj 

1- dkSu ls nks izdkj ds mís”; Qyu gksrs gSaA 

2- dher mRikn fu.kZ; lEcU/kh leL;k esa mís”; D;k gksrk gSSA 

3- mRiknu leL;k esa mís”; D;k gksrk gSA 

4- vuqdwyre leL;kvksa ds fdl izdkj gy fd;k tk ldrk gSA 

5- vckf/kr vuqdwyre leL;kvksa dks gy djus ds fy;s dkSu lh rduhd iz;qdr 

dh tkrh gSA 

6- vkfFkZd fu.kZ; lEcU/kh leL;kvksa esa izfrcU/kksa dks fdl izdkj ds lEcU/kksa }kjk 

O;Dr fd;k tkrk gSA 

7- fdl izdkj dh leL;kvksa ds vUrXkZr nksuksa mís”; vkSj izfrcU/k lEcU/kksa dks 

js[kh; Qyuksa }kjk O;Dr fd;k tkrk gSA 

8- lhekUr fo”ys’k.k ,oa vodyu ds e/; D;k lEcU/k gS \ 

mRrj & ¼1½ ykHk vf/kdre ,oa ykxr U;wure ¼2½ ykHk vf/kdre djuk  

¼3½ ykxr U;wure djuk¼4½ vodyu] js[kh; izk;kstu 

¼5½ vodyu ¼6½ vlfedk¼7½ js[kh; izk;kstu 
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11-12 mi;ksxh@lgk;d XkzUFk  
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• Singh,S.P. ((2010) Principles of Statistics , S&Chand 

Publishing House . 
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11-13 fucU/kkRed iz”u 

1- vuqdwyre lehdj.kksa }kjk vkfFkZd leL;kvksa dk fuopZu fdl izdkj gksrkA

2- vodyu ds fu;e dkSu&dkSu ls gSA

3- vuqdwyre rduhd ds fofHkUu izdkj D;k gSA

4- vodyu izkIr djus dh D;k fof/k gSA
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bdkbZ 12 f}?kkr lehdj.k 
 

12-1 izLrkouk 

12-2 mn~ns';  

12-3 f}?kkr lehdj.k dh ifjHkk"kk 

12-4 f}?kkrh lehdj.k dk ewy  

12-4-1 ewy ds ;ksx vkSj Xkq.kuQyu 

12-4-2 f}?kkrh lehdj.k ds ewy dh izÑfr  

12-5 f}?kkr lehdj.kksa dk Xkq.ku[k.M fudkyuk 

12-5-1 f}?kkr lehdj.k ds xqq.ku[k.M dh 'krsZa 

12-5-2 f}?kkr lehdj.k dk gy& 

12-6 iznRr ewyksa ds vk/kkj ij f}?kkr lehdj.k dk fuekZ.k 

12-7  f}?kkr ykxr oØ dk fuekZ.k 

12-7-1 ledks.kh/kj ;k ¼vk;rhr½ vfrijoy; dk js[kkfp= 
[khapuk 

12-8  f}?kkr lehdj.k ,oa Qyu dk vFkZ'kkL= esa egRo 

12-9   lkjka'k 

12-10  vH;kl iz'uksa ds mRrj 

12-11 lanHkZ lfgr xzzUFk 

12-12 mi;ksxh@lgk;d xzzUFk

12-13 fucU/kkRed iz'u 
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12-1 izLrkouk 
 
fiNyh bdkb;ksa esa vkXkr&fuXkZr fo'ys"k.k] jSf[kd izksXkzkfeaXk] ,oa vuqdwyre lehdj.kksa 
dk fuoZpu ,oa mlds iz;ksx dk voyksdu fd;kA izLrqr bdkbZ esa f}?kkr lehdj.kksa ds 
ek/;e ls vkfFkZd fo'ys"k.k esa iz;qDr fofHkUu pjksa ds e/; O;kIr ijLij lEcU/kksa dk 
v/;;u fd;k Xk;k gSA 
f}?kkrh; Qyuksa esa vKkr jkf'k dh vf/kdre ?kkr nks gksrh gSA f}?kkrh; lehdj.kksa dh 
lgk;rk ls mRiknu ykxr ds fy;s ,d vuqdwyre ekWMy dks izkIr fd;k tk ldrk gSA 
,d f}?kkrh; Qyu] js[kh;  Qyu ds leku gh Js"B jkLrk gS vkSj fuf”pr  :i ls 
mlls csgrj Hkh ekuk Xk;k gSA 

 
12-2 mn~ns';  

 
izLrqr bdkbZ ds v/;;u ds ckn ge ;g tku ldsaxs fd& 
      1& f}?kkr lehdj.k dSls gy fd;k tkrk gSA  

2& f}?kkr lehdj.k dks gy djus dh fdruh fof/k;ka gSA 
3& f}?kkr ykxr oØ fdl izdkj fufeZr fd;k tkrk gSA 
4& f}?kkr lehdj.k vFkok Qyu dks js[kkfp= esa fdl izdkj n'kkZ;k tk 

ldrk gSA 
5& vkfFkZd fo'ys"k.k esa f}?kkrh; lehdj.kska dk D;k egRo gS \ 

 
12-3 f}?kkr lehdj.k dh ifjHkk"kk 
 
fdlh pj jkf”k esa fn;k gqvk Xkf.krh; O;atd ml jkf”k dk Qyu dgykrk gSA mnkgj.k 
ds fy;s X

2
+5X+7,X

3
+9X

2
-7X+3, sinX, e

X
, log X vkfn pj jkf”k X ds 

Qyu gSA Qyu dks izrhdkRed :i esa φ(X), f(X) vkfn ls fy[krs gSaA 
lehdj.k dk mPpre ?kkr lehdj.k dk ?kkr dgykrk gSA 
bl izdkj : 

• izFke ?kkr ds lehdj.k dks ,d?kkr (linear)lehdj.k dgrs gSA 
• f}rh; ?kkr dks lehdj.k ds f}?kkr  (quadratic) lehdj.k dgrs gSA 

• rr̀h; ?kkr dks lehdj.k ds f=?kkr (cubic) lehdj.k dgrs gSaA 
• prqFkZ ?kkr dks lehdj.k ds prq?kkZr (biquadratic) lehdj.k dgrs gSA 

Xkf.krh; n`f"Vdks.k ls Qyuksa dks eq[;r% jSf[kd Qyu] f}?kkrh; Qyu] f=?kkrh; ,oa 
pj?kkrkadh Qyu ds :i esa iznf'kZr fd;k tkrk gSA bu leLr Qyuksa ls izkIr js[kkfp=ksa 
vFkok oØksa dk Lo:o fHkUu&fHkUu gksrk gSA vU; 'kCnksa esa ] oØksa dk Lo:i ns[kdj ;g 
Kkr fd;k tk ldrk gS fd 9-4-3 eq[; HkkX Qyu jSf[kd] f}?kkrh; ] f=?kkrh; vFkok 
pj?kkrkadh gSA 
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ftl lehdj.k esa pj jkf'k dk egRre eku 2 gks] mls f}?kkr lehdj.k dgrs gSaA 
mnkgj.k ds fy;s 02 =++ cbxax  ds vuq:i lehdj.k] f}?kkr lehdj.k gSA 
f}?kkrh; Qyuksa esa vKkr jkf'k dh vf/kdre ?kkr nks gksrh gSA lkekU; :i esa ,d 
f}?kkrh; Qyu dks fuEuor O;Dr fd;k tkrk gS %& 

    cbxaxy ++= 2  
tgka ba ,  rFkk c   Kkr vpj jkf'k;ka gS] ;gka vKkr pj dk ?kkr 2 gSA f}?kkrh Qyu 
dks oXkZRed Qyu Hkh dgk tkrk gSA 

1622 =− yx   ] x  rFkk y  f}?kkrh gSA 
lkekU; oXkZRed Qyu cbxaxy ++= 2  esa ba ,  rFkk c ds fHkUu ewY;ksa ds fy;s fHkUu 
fHkUu oXkZRed Qyu izkIr gksrs gSa vkSj rn~uq:i budk js[kkfp= Lo:i Hkh fHkUu&fHkUu 
gksrk gSA 

1- 3X
2
 + 2X-1 = 0 ,d f}?kkrh lehdj.k gSa ;gk¡ a = 3, b = 2, c = -1 

2- 2X
3
 + 5 = 0 f}?kkrh lehdj.k ugha gSA 

3- f}?kkrksa lehdj.k aX
2
 + bX + c = 0 dks v/kwjk dgk tk;sXkk ;fn de ls de 

vpj jkf”k b ;k c “kwU; ds cjkcj gSA 
nks js[kh; cgqinh; O;atdksa ds Xq.kuQy ls Hkh f}?kkr lehdj.k izkIr gksrk gSA 
eku ys fd ( )mlx +  ,oa ( )qpx +  nks js[kh; cgqinh; O;atd gS] ;gka o/l  ]  o/p  
rc bu nksuska cgqinksa dk xq.kuQy ,d cgqinh; f}?kkr lehdj.k 

( ) mqxmplqlpx +++2  nsXkkA bldk ekud :i cbxax ++2  gSA ;gka 
)(, mplqblpa +== ,oa mqc =  gSA 

 
12-4 f}?kkrh lehdj.k dk ewy  
 

aX
2
 + bX + c = 0

ifjHkk’kk & X ds os eku tks lehdj.k aX
2
 + bX + c = 0 dks larq’V djrs gS] 

f}?kkrh lehdj.k aX
2
+bX+c =0 ds ewy gSA lehdj.k ds ewy dks f}?kkrh 

lehdj.k ds “kwU; Hkh dgs tkrs gSA 
;g n”kkZus ds fy;s fd gj f}?kkrh lehdj.k ds nks vkSj ek= nks ewy gksrs gS 

Ekku ysa ¾ aX
2
 + bX + c = 0 

tgk¡ ¾ a ≠ 0

Now aX
2
 + bX + c = 0 or a

2
X

2
 + abX + ac = a.0 = 0 ¼a ls Xkq.kk djus ij½ 

or (aX)
2
 + 2.aX - b/2 + (b / 2)

2
 � b

2
/4 + ac = 0 

or (aX + b/2)
2
 = b

2
/4 � ac = b

2
 � 4ac/4 

or aX + b/2 = + √b
2
 � 4ac/2 or aX = - b/2 + √b

2
 � 4ac/2 

X = -b + √b
2
 � 4ac / 2a 

vr% ge ns[k ldrs gS fd f}?kkrh lehdj.k ds nks ewy gS α vkSj βgj f}?kkrh 
lehdj.k ds flQZ nks ewy gksrs gS vFkkZr nks ls vf/kd ewy ugha gks ldrs 
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;fn ge ;g eku ys fd ,d f}?kkrh lehdj.k aX
2
+bX + c ds rhu ewy α, β & γ 

gSA 
D;ksafd α, β & γ lehdj.k aX

2
+bX + c = 0 ds ewy gS 

aα 2 
+ bα + c = 0        (i) 

aβ2 
+ bβ + c = 0  (ii) 

aγ 2 
+ bγ + c = 0  (iii) 

¼II½ dks ¼i½ ls ?kVkus ij 

¼α2 − β2½ + b  ¼α − β½ = 0 or ¼α − β½ [ a ¼α + β½ + b] = 0 
ysfdu α ≠ β  a ¼α + β½ + b = 0 --------- (v) 
¼III½ dks ¼II½ ls ?kVkus ij 

a ¼β2 − γ2½ + b  ¼ β  − γ½ =  0,  or ¼ β  − γ½ [ a ¼ β + γ½+ b] = 0 
fdUrq β ≠ γ  a ¼ β + γ½+ b] = 0 
¼ v½ dks ¼ iv½ ls ?kVkus ij  

a ¼α − γ ½ = 0 or α − γ = 0 [ a ≠ 0] 

α = γ tks gekjh ekU;rk dk [k.Mu djrk gS fd vyx& vyx gSa vr% gj 
f}?kkrh lehdj.k ds flQZ nks ewy gSA 
 
12-4-1 ewy ds ;ksx vkSj Xqk.kuQyu 
 

;fn α vkSj β lehdj.k aX
2
+bX + c ds ewy gS rks  

α =  
���√������

��
, β =    

���√�������

��
 
ewy dk ;ksx 

α + β = 
���√������

��
 + 

���√�������

��

  = 
���√���������√������

��
�� �

�

�
          

ewy dk Xkq.kuQy 
 

��� �
��� ���� � ������� � √�� � ����

���

  �
	��
����������

���
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  �
���������

���

  �
�

�
vr% ewy dk ;ksx ¾ (X dh vpj jkf”k) @ (X2 dh vpj jkf”k) 
ewy dk Xkq.kuQy ¾ (fLFkjkad)  @ (X2 dh vpj jkf”k) 
fVIi.kh: f}?kkrh lehdj.k dk foospd ;k fofoDr dj b

2
 � 4aX f}?kkrh lehdj.k 

aX
2
 + bX + c = 0 dk dgykrk gS bls D ls O;Dr fd;k tkrk gSA jkf”k b2

 � 4ac 

dks lehdj.k dk fofoDr dj (D) dgrs gSA vr% lehdj.k ds ewy Øe”k% okLrfod] 
cjkcj vkSj vf/kdfYir gksXksa vkSj mldk fofoDr dj >,<,= 0 gSA 

 
12-4-2 f}?kkrh lehdj.k ds ewy dh izÑfr % 

eku yks f}?kkr lehdj.k aX
2
 + bX + c = 0 ds ewy α vkSj β gSA  

tgk¡ a, b, c okLrfod la[;k gSA 

Case I   tc D < 0 ie b
2
 � 4ac <O 

rks √�� � ���dkYifud gksXk 

vr% α ,oa β nksuksa dkYifud gksXsa 
Case II   tc D = 0 i.e b

2
 � 4ac = 0 

rks √�� � ���= 9 from (1) α = -b / 2a ,oa β = -b / 2a 
vr% ,oa nksuks okLrfod ,oa cjkcj gksXsaA 
 

Case III   ;fn D >  0 i.e b
2
 � 4ac > 0 

√�� � ���okLrfod gksXkkA 

ewwy α ,oa β nksuksa okLrfod ,oa fHkuu & fHkUu gksxsaA 
 
Case IV   tc D i.e b

2
 � 4ac ,d iw.kZ oxZ gS vkSj a, b, c ifjes; gSA 

√�� � ���= ifjes; la[;k 

Ekku ys √�� � ��� = k ] rc ewy α ,oa β nksuksa ifjes; gksxsasaA 
 

� ;fn acb 42 − /kukRed gS vFkkZr~ acb 42
f rks √�� � ���

okLrfod gSA vr% nksuksa gh ewy okLrfod ,oa vleku gksXsA 
� ;fn acb 42 − vFkkZr~ �� � ��� r® vkSj okLrfod ,oa cjkcj 

gksXsa vkSj izR;sd dk eku gksXkk 

� ;fn acb 42 − _.kkRed vFkkZr~ acb 42
p rks √�� � ���

vf/kdfYid gSA 



प�रमाणा�मक �������                                                               MAEC104 

उ
राखंड मु� िव�िव�ालय                                                                   ����

� vr% α vkSj β nksuksa vf/kdfYir ,oa vleku gksXsaA 
� ;fn acb 42 − iw.kZ oxZ gS vkSj a, b, c ifjes; gS rks nksuksa ewy 

α vkSj β ifjes; ,oa vleku gksXsaA 
� ;fn acb 42 − ,d iw.kZ oxZ ugha gS rks α vkSj β vifjes; gksXsa] 

pkgs a, b, c ifjes; gh D;ksa u gksa 
 
mnkgj.k & lehdj.k ds ewyksa ds y{k.k Kkr djksaA 
gy& lehd.k dk fofoDr dj tks _.kkRed gS] vr% ewy vf/kdfYir gSA 
mnkgj.k & 2 fl) djks fd lehdj.k ds ewy ifjes; gksaXs] ;fn vkSj ifjes; gksA  
gy& fofoDr dj ¾  ] tks ,d iw.kZ oxZ gS] vr% ewy ifjes; gksxsA 
 
mnkgj.k  & ,d dkj 500 fdeh- ds lQj es a,d cl ls 25 fdeh-@?kaVk rst 

Xkfr ls pyrh gSA cl dkj ls 10 ?kaVs vf/kd le; ysrh gSA dkj ,oa cl dh Xkfr 
Kkr dhft,A 

gy &  eku yhft;s cl dh Xkfr ¾  X fdeh-@?kaVk ,oa dkj dh Xfr ¾¼X + 
25½ fdeh-@?kaVk  

500 fdeh- dk lQj r; djus esa cl le; ysrh gS ¾ 500@X ?kaVk 
500 fdeh- dk lQj r; djus esa dkj le; ysrh gS ¾ 500@(X+25) ?kaVk 
vr%  500@X = ¼500@(X+25) ½+10 

50 / X = (50 / (X + 25)) + 1 

(50 / X) - (50 / (X + 25)) = 1  

(50 (X + 25) � 50X) / (X(X+25)) = 1 

1250 = X
2
 + 25X  

X
2
 + 25X � 1250 = 0 

X
2
 + 50X - 25X � 1250 = 0 

(X+ 50) (X-25) = 0 

X ≠ - 50, X = 25 fdeh-@?kaVk 
vr% cl dh Xkfr ¾ 25 fdeh-@?kaVk ,oa dkj dh 50 fdeh-@?kaVk gSA 
 
12-5 f}?kkr lehdj.kksa dk xq.ku[k.M fudkyuk 

f}?kkr cgqin cbxax ++2  dk Xq.ku[k.M rHkh fudkyk tk ldrk gS tc r  ,oa 
s nks ,slh la[;k fo|eku gks] ftlds fy;s  
1& mpslqr == ,  
2& xbsr ==+  dk Xkq.kkad   mplq +=  

3& 2xlpmqacsr ===×  dk xqq.kkad   x vpj 

lkf/kr mnkgj.k 5112 2 ++ xx dk Xkq.ku[k.M fudkys& 
1& ;gka 5,11,2 === cba   
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2& nks la[;kvksa sr & dk irk yXkkb;s rkfd 11==+ bsr  rFkk 
1052 =×=×=× casr tks fd 10 rqY; 1 gSA 

3& vc e/; in x11  dks nks HkkXksa esa rksfM+;sA 
 xxx 11011 +=  
 511025112 22 +++=++ xxxxx  
 ( ) ( ) )5)(12(5152 ++=+++ xxxxx  
 
12-5-1 f}?kkr lehdj.k ds Xq.ku[k.M dh 'krsZa& 
 
lHkh f}?kkr lehdj.kkas dk Xq.ku[k.M fudkyuk lEHko ugha gksrk gSA fdlh 
f}|kkr lehdj.k dk Xkq.ku[k.M fudkyuk lEHko gS ;k ugha] ;g fuEufyf[kr 
<aXk ls tkuk tk ldrk gS& 
1& ;fn ,42 oacb >− rc iznRr f}?kkr leh0 dk Xkq.ku[k.M fudkyk tk 
ldrk gSA 
2& ;fn ,42 oacb <−  rc bldk Xkq.ku[k.M fudkyuk lEHko ugha gSA 
 
12-5-2 f}?kkr lehdj.k dk gy& 
 
fdlh Hkh f}?kkr lehdj.k dks gy djus ij pj ds ges'kk nks eku izkIr gksrs gSaA 
pj ds bu ekuksa dh lehdj.k dk ewy ¼roots½ dgk tkrk gSA dksbZ Hkh f}?kkr 
lehdj.k ;k rks Xkq.k[k.M fof/k ;k lw= fof/k ;k nzqr fof/k ¼;fn ewy ifje;½ gks 
ls gy fd;k tk ldrk gSA 
1& Xkq.ku[k.M fof/k 
2& lw= fof/k&;fn fdlh f}?kkr lehdj.k 02 =++ cbxax  dks gy djuk 
gks rks fuEufyf[kr lw=h dk bLrseky fd;k tkrk gS& 

 
a

acbb
x

2

42 −±−
=  

/ku ,oa _.k fpUgksa dks vyx djus ij x  ds nks eku izkIr gksrs gSaA acb 42 −  
dks fofoLrj dgk tkrk gSA f}?kkr lehdj.k dks gy djus ls izkIr pj ds nksuksa 
ekuksa dks lehdj.k dk ewy ¼roots of the quation½ dgrs gSaA bu ewyksa ds α  
,oa β  ls fufnZ"V fd;k tkrk gSA 

ik;k Xk;k fd f}?kkr lehdj.k 02 =++ cbxax  ds nksuska ewyksa dk ;ksx 
a

b−
 

ds cjkcj gksrk gS vFkkZr 
a

b−
=+ βα  ,oa ewyksa dk Xq.kuQy 

a

c
 ds cjkcj 

gksrk gSA 

 vFkkZr 
a

c
=+ βα  
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 fdlh f}?kkr leh0 02 =++ cbxax  ds fy;s  
1& ewy cjkcj gksaxs ;fn acb 42 =  
2& ewy okLrfod ,oa vleku gksaXks ;fn acb 42 >  
3& ewy vokLrfod ,oa vleku gksaxs ;fn acb 42 <  

 
3& nzqr fof/k& ¼;fn ewy ifje; gks½ ;fn f}?kkr leh 02 =++ cbxax  ds :i 
esa gks rks fuEufyf[kr fof/k }kjk ewy fudkyk tk ldrk gSA 
mnkgj.k }kjk fof/k dks le>k tk ldrk gSA 
 eku fy;k Xk;k fd leh0 2110 2 −− xx  dk ewy fudkyuk gSA 
I- 2110 2 −− xx  
 
 -21 X 10   = -210 

II- 14 15 ¼&210 ds ,sls Xkq.k[k.Mksa dks Kkr djs ftldk ;ksxQy 
x  ds  Xkq.kkad ds cjkcj gks ;kfu ¼&1½14X¼&15½¾&210 ,oa 14$¼&15½&1½ 

III- 
2

3

10

15

5

7

10

14 −
=

−
=  ¼f}rh; pj.k esa izkIr Xkq.ku[k.Mksa esa 2x  ds 

xqq.kkad   ls HkkXk nsaA½ 

IV- 
2

3

5

7−
 ¼ izkIr fpUgksa ds cny nsa ½ 

bl izdkj 
5

7−
 ,oa 

2

3
iznRr lehdj.k ds ewy gSA 

 
12-6 iznRr ewyksa ds vk/kkj ij f}?kkr leh0 dk fuekZ.k 
 
;fn f}?kkr leh0 ds ewy fn;s X;s gks ,oa muds vk/kkj ij f}?kkr leh0 dk 
fuekZ.k djuk gks rks fuEufyf[kr lw= dk iz;ksx fd;k tkrk gSA 
 leh0 xx −2 ¼ewyksa dk ;ksx $ ewyksa dk Xkq.kuQy ¾ 0) mnkgj.k ds 
fy;s ;fn iznRr ewy 2 ,oa 3 gks rks vHkh"V leh0 ¾ 

( ) 06502323 22 =+−⇒=×++− xxxx  

uksV&1 f}?kkr leh0 02 =++ cbxax  ds ewy ,d nwljs ds O;qrØe gksaXs 
;fn ca =  gksA 

2& ;fn fdlh f}?kkr lehdj.k 02 =++ cbxax  dk ,d ewy 'kwU; gks 
rks 0=c  

3& ;fn f}?kkr lehj.k 02 =++ cbxax  dk ,d ewy nwljs ewy dk 
_.kkRed O;qRØe gks rks ac −=  

4& ;fn nksauksa ewy 'kwU; ds cjkcj gks rks 0=b  ,oa 0=c  
5& ;fn ,d ewy vuUr gks rks 0=a  vkSj ;fn gks  ewy vuUr gks rks 

0=a  ,oa 0=b  
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6& ;fn ewy ifjek.k esa leku gks ij fpUg esa foijhr gks rks 0=b  
7& ;fn nks f}?kkr lehdj.kksa 02 =++ cbxax  ,oa 

0, 11

2 =++ cxbxa  dk ,d ewy mHk;fu"B gks rks 

( ) ( ) ( )2

111111 accabaabcbbc −=−−  

8& ;fn buds nksuksa gh ewy leku gks rks 
111 c

c

b

b

a

a
==  

 
12-7 f}?kkr ykxr oØ dk fuekZ.k 
 
f}?kkrh; Qyuksa ¼Quadratic functions½ esa vKkr jkf'k dh vf/kdre ?kkr 

nks gksrh gSA 
Qyu cbxaxy ++= 2  esa ;fn 0=b  rFkk 0=c  rc 2axy =  izkIr gksrk gSA 

Qyu 2axy =  dk js[kkfp= ,d ijoy; gksrk gSA ;fn 4=a eku fy;k tk; 

rks Qyu 24xf = dk Lo:i Xzg.k djsXkA bl Qyu dk js[kkfp= [khapus ds 
fy;s x ds vyx vyx ewY;ksa ds fy;s y ds laXkr ewY; izkIr fd;s tkrs gSaA 

 Qyu 24xf =  ds fy;s 

x -3 -2 -1 0 1 2 3 
y 36 16 4 0 4 16 36 

funs'kkad ¼&3] 36½ ¼&2] 16½ ¼&1]4½ ¼0] 0½ ¼1 ] 4½ ¼2 ] 16½ ¼3]36½ 
 bl rjg esa ;qxeksa ds :i esa ¼&3] 36½ ¼&2] 16½ ¼&1]4½ ¼0] 0½ ¼1 ] 4½ ¼2 ] 16½ 
rFkk ¼3]36½ vyx&2 fcUnqvksa ds funsZ'kkad izkIr gksrs gSaA bu fcUnqvksa dks XkzkQ isij ij 
vafdr djus ls izkIr fp= dk Lo:i ,d ijoy; gksXkA 

 
fPk= 1 
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fp= esa js[kk 1yy ijoy; AOB dk v{k gSA ijoy; AOB vius v{k OY esa 
lefur gSA   
 
12-7-1 ledks.kh/kj ;k ¼vk;rhr½ vfrijoy; dk js[kkfp= [khapuk& 
 
;fn Qyu dk Lo:i ayx =,  gS rc bldk js[kkfp= [khpaus ij gesa leXks.kh; 
vfrijoy; izkIr gksrk gS ge tkurs gSa fd ledks.kh; vFkok vk;rh; 
vfrijoy; dk dsUnz dgrs gSaA ;fn ewy fcUn dh vfrijoy; dk dsUnz gS rks 

OYOX ,  gh miXkeh js[kka'k gS vkSj blls nwjh dk Xqq.kk ayx =,  gksXkk tSlk 

fp= 2 esa iznf'kZr fd;k X;k gSA bl rjg 
y

a
x =  ;k 

x

a
y =  gksXkA tSls tSls x  

c<+rk gS] y ?kVrk gS vkSj foykse'k% u dHkh x  'kwU; gksrk gS vkSj u dHkh y  gh 
oØ miXkeh js[kkvksa dks dHkh Li'kZ ugha djrkA 

;fn Qyu axy −  esa 1=a  gks rks Qyu 1=xy  vFkok 
x

y
1

=  dk js[kkfp= 

[khapus ds fy;s x  ds fofHkUu ewY;ksa ds fy,s y dk laXkr ewY; izkIr djrs gSaA 
Qyu 1=yx  ds fy;s 

  

 
     fPk= 2 
 

x 1 2 4 
2

1

4

1

y 1 
2

1

4

1 2 4 

funsZ'kkad ¼1]1½
¼2]

2

1
½ ¼4]

4

1
½ ¼ 2,

2

1
½ ¼

4

1
,4½
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fPk= 3 

 

bl rjg gesa x  rFkk y  pjksa ds tksM+ksa ds :i esa ¼1]1½ ¼2]
2

1
½  ¼4]

4

1
½ ¼ 2,

2

1
½  rFkk 

¼
4

1
,4½  vyx vyx fcUnqvksa ds funsZ'kkad izkIr gksrs gSaA bu fcUnqvksa dks XkzkQ isij ij 

vafdr djus ij izkIr fp= ¼3½ dk Lo:i vk;krh; vfrijoy; ¼Rectangular 

Hyperbole½ gksXkkA 
 
blh rjg 4&2 == aa eku ysus ij Øe'k% vk;krh; vfrijoy; oØ  1111 DCBA rFkk 

2222 DCBA izkIr gksrs gSaA 
 
12-8  f}?kkr lehdj.k ,oa Qyu dk vFkZ'kkL= esa egRo 

 
vFkZ'kkL= ds v/;;u ,oa fo'ys"k.k esa ijoy; rFkk ledks.kh; ¼vFkok vk;rh;½ vfr 
ijoy; oØksa ds oky ds v/;;u mi;ksxh ,oa egRoiw.kZ gksrk gS] D;ksafd blls bl rF; 
dh tkudkjh izkIr gksrh gS fd ,d vkfFkZd pj esa ifjorZu gksus ij nwljs vkfFkZd pkj 
ij D;k izHkko iM+rk rFkk mlds ifjorZu dh n'kk D;k gksXkh \ 
ge tkurs gSa fd ,d oØ ds fdlh fcUnq ij mldh <ky Kkr djus ds fy;s ml fcUnq 
ij ,d Li'kZ js[kk [khaprs gSa vkSj fQj ns[krs gSa fd ;g Li'kZ js[kk x  v{k ls cuk;k 
Xk;k dks.k gh ml fcUnq ds <ky ds :i esa tkuk tkrk gSA 
lhekUr ykxr oØ ftldk Lo:i ijoy; dh rjQ gksrk gS] ds vyx&vyx fcUnqvksa 
ij bldh <ky Kkr dj bldh fo'ks"krkvksa dks Li"V fd;k tk ldrk gSA MC oØ dk 
_.kkRed <ky bl rF; dh vksj ladsr djrk gS fd mRiknu c<+us ds lkFk&lkFk 
lhekUr ykxr ?kVrh gS] ijUrq c<+rs gq;s <ky ds vuq:i de gksrh tkrh gS vkSj Mkd 
U;wure fcUnq ds nkabZ vksj c<+us ij oØ dk <ky /kukRed gks tkrk gS tks ;g ladsr 
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djrk gS fd dqy mRiknu ds c<+us ds lkFk&lkFk lhekUr ykxr Hkh c<+rh gS ijUrq ,d 
fcUnq ¼fp= esa fcUnq C½ ds ckn dqy mRiknu ds c<+us ds lkFk lkFk leLr ykxr ds 
c<+us dh nj c<+rh tkrh gSA 
bl fLFkfr dks fp= y esa ns[kk tk ldrk gSA 

 
    fPk= 4 

fp= 4 esa A fcUnq ij MC oØ dk <ky o901 >θ  vr 1tan θ dk eku _.kkRed ,B

fcUnq ij 02 =θ ¼D;ksafd Li'kZ js[kk X v{k ds lekUrj gS½ rFkk C fcUnq ij o903 <θ  

vr% 3tanθ dk eku /kukRed gksXkA bl rjg fcUnq A ij MC oØ dk <ky /kukRed] 

B fcUnq ij 'kwU; rFkk C fcUnq ij +_.kkRed gksXkkA 

ykxr fl)kUr esa iz;qDr vkSlr rFkk lhekUr ykxr Qyu f}?kkrh; Qyuksa dks iznf'kZr 
djrs gSaA vk;rh; vfrijoy; oØ }kjk vuf/keku oØksa dh bl fo'ks"k dks le>k tk 
ldrk gSA fd tSls tSls miHkksDrk vuf/keku oØ ij cka;s ls nk,a rjQ c<+sXk ] X 
oLrqvksa dh mRrjksDrj bdkb;ksa dks izkIr djus ds fy;s mls y oLrq dh ?kVrh gq;h 
ek=kvksa dk R;kXk djuk gksXkkA 

fp= 5 vuf/keku oØ IC, A, B rFkk C rhu fcUnqvksa ls gksdj Xkqtjrk gSA bu fcUnqvksa 
ls gksdj Xkqtjrk gSA bl fcUnqvksa ls gksdj [khaph X;h Li'kZ js[kk,a v{k ls Øe'k% 

21 , θθ  rFkk 3θ dks.k fufeZr djrh gSA bu fcUnqvksa dk <ky Øe'k% 21 tan,tan θθ  rFkk 

3tanθ  gksXkkA pawfd rhuksa dks.k 21 , θθ  rFkk o903θ ls vf/kd gS vr% buds tangent 

dk eku _.kkRed gksXkkA bl rjg oØ ds izR;sd fcUnq dk <ky _.kkRed gSA 

ledks.kh; ;k vk;krh; vfrijoy; oØ vkSlr fLFkj ykxr oØksa ds y{k.kksa dks Hkh 
Li"V djrk gSA 
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 fPk= 5
mnkgj.k& ,d e'khu fuekZrk vkWlru 4 e'khuksa dks :0 18000@& izfr e'khu dh nj 
ls izfrfnu csprk gSA vius mRiknu dks vkWlru 

2
14  e'khu izfrfnu c<+kus ds fy;s mls 

dher dks :0 17000 izfr e'khu dh nj ls ?kVkus iM+rk gS ftlls fd oks viuk leLr 
mRiknu foØ; dj ldsA mlds ykHk Qyu dks Kkr dhft;s& 

 
gy& mijksDr leL;k vokLrfod ekU;rkvksa tSls ikjEifjd ykxr ys[kkadu dh dher 
fLFkj jgrh gS vr% vkxe Qyu js[kh; gS dks nwj djrk gSA 
izfrfnu csph Xk;h e'khuksa dks ekurs gq;s mls dher dk js[kh; Qyu j[kk tk ldrk gSA 

bapx +=  
ba &  Kkr djus ij muds ekuksa dks lw= px −=⇒ 22  

vkXk; R = dher X csph Xk;h e'khuksa dh la[;k  
           R = P X X 

 R = PX 

Break even fcUnq dks Kkr djus ds fy;s p  dks x  ds Qyu ds :i esa O;Dr fd;k 
tk ldrk gSA 

 rc xR  dk f}?kkr Qyu cu tkrk gSA 
 xP −= 22  ¼mijksDr lw=  px −= 22  fn;s gksus ij½ 
 pxR =  esa p  ds eku f  dks izfrLFkkfir djus ij 

 222)22( xxxxpxR −=−==  

js[kh; ykxr Qyu )(τ  dks 32+7X eku ysus ij tks igys Kkr dj fy;k Xk;k dqy 

ykHk G   X, dk f}?kkr Qyu cu tkrk gSA 
  G = R - T 

  = ( ) ( ) 321573222( 22
−+−=+−− xxxxx  

;g fuekZrk dk ykHk Qyu gSA 
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12-9 lkjka'k 
 
ftl lehdj.k esa pj jkf'k dk egRre eku 2 gks] mls f}?kkr lehdj.k dgrs gSaA nks 
js[kh; cgqinh; O;atdksa ds Xkq.kuQy ls Hkh f}?kkr lehdj.k izkIr gksrk gSA bldk 
ekud :i cbcax ++2  gSA 
lHkh f}?kkr lehdj.kksa dk xq.ku[k.M fudkyuk laHko ugha gSA f}?kkrh Qyu dks 
oXkZRed Qyu Hkh dgk tkrk gSA 
Qyu 2axy =  dk js[kk fp= ,d ijoy; gksrk gSA ;fn Qyu dk Lo:i axy =  gSA 
rc bldk js[kkfp= [khapus ij gesa ledks.kh; vfrijoy; izkIr gksrk gSA 
vFkZ'kkL= ds v/;;u ,oa fo'ys"k.k esa ijoy; rFkk ledks.kh; vFkok vk;krh; 
vfrijoy; oØksa ds <ky dk v/;;u mi;ksxh ,oa egRoiw.kZ gksrk gSA D;ksafd blls bl 
rF; dh tkudkjh feyrh gS fd ,d vkfFkZd pj esa ifjorZu gksus ij nwljs vkfFkZd pj 
ij D;k izHkko iM+rk gS] rFkk mlds ifjorZu dh fn'kk D;k gksXkhA 
ykxr fl)kUr esa iz;qDr vkSlr rFkk lhekUr ykxr Qyu f}?kkrh; Qyuksa dks iznf'kZr 
djrs gSA vk;krh; vfrijoy; }kjk vuf/keku oØksa dh fo'ks"krk dks le>k tk ldrk 
gSA ledks.kh; ;k vk;krh; vfrijoy; oØ vkSlr fLFkj ykxr oØksa ds y{k.kksa dks Hkh 
Li"V djrk gSA 
 
12-10 vH;kl iz'uksa ds mRrj 

1& 5112 2 ++ xx dk Xkq.ku[k.M fudkys 
2& 042 <− acb  dk Xkq.k[k.M fudkyuk laHko gS vFkok ugha \ 
3& f}?kkr lehdj.k dks gy djus ij pj ds ges'kk -------- esa izkIr gksrs gSaA 
4& dksbZ Hkh f}?kkr lehdj.k fdu rhu fof/k;ksa }kjk gy fd;k tk ldrk 

gSA 
5& 012091 2 =++ xx  ds ewy fudkysA 
 0356 2 =−− xx  ds ewy fudkysA 
6& f}?kkrk lehdj.kksa ds fofoDr ¼Discriminant ½Kkr djsaA 
(i) 0342 =−− xx  
(ii) 0343 2 =−+ xx  
 

mRrj& 
1& )5)(12( ++ xx  ] 2&ugha  ]3&2 ]4&Xkq.ku[k.M fof/k] lw= fof/k] nzqr fof/k 

5&
7

1
,

3

1 −−
   6&

3

7
,

2

5 −
 

12-11 lanHkZ lfgr XkzUFk 
 

• 'kqDyk ,oa lgk; ¼2004½ **ifjek.kkRed i)fr;ka** lkfgR; Hkou ifCyds'kUl 
vkXkjkA 
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• ,e0Vk;jk ,oa ds0 dqUnu ¼2011½& **fDodj eSFl**  ch0,l0lh0 ifCyf'kaXk da0 
izk0fy0 fnYyhA 

• Punjab Technical University (2006): Quantitative Techniques 

MBA (104) 

• K. C. Sinha (1999) : A TeXt book of Algebra, Students� 

Friends Publisher, Patna 

• R. D. Sharma (2007) : Objective Mathematics, Dhanpati Rai 

Publication, New Delhi 

• M. L. Uprety & Dr. S. Sharma (2011-12) : Intermediate 

Algebra, Ravi Offset Printers & Publisher, Agra 

12.12mi;ksxh@lgk;d XkzUFk

• P.N. Mishra: QuantitativeTechnique for Managers , eXel Books  

• E.R. Jufee: "The usual display of Quantitative Information, 

Graphic Press 

• D.R.D.J. Jweezy and T.A. Williane Anderson Quantitative 

Methods for business, 5th edition, west Publishing Company. 
 

12-13 fucU/kkRed iz'u 
 
1& f}?kkr lehdj.kksa dk Li"V O;k[;k dhft;sA 
2& f}?kkr lehdj.k dh ekU;rk fyf[k;sA 
3& f}?kkr lehdj.kksa dks gy djus dh fof/k;ksa dks foLrkj ls le>kb;sA 

       4& fl) djks fd lehdj.k X
2
 + X + 1 = 0 ds ewyksa ds O;qRØeksa ls cuk 

lehdj.k ;gh jgrk gSA 
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इकाई 13 समांगी उ*पादन फलन और 2मेय 

(Concurrent Production Function and Theorem) 

 

13.1  !तावना  
13.2 उ')ेय  

13.3 उ+पादन फलन का अथ3  
13.4 उ+पादन फलन क4 मा6यताय7 एवं िवशेषताय7  
13.5 उ+पादन फलन के  कार  
13.6 समांगी उ+पादन फलन  

13.7 समांगी उ+पादन फलन के िविभ6न !वCप  

13.8 समांगी उ+पादन फलन का िचFG से िनCपण  

13.9 समांगी उ+पादन फलन पर आधाLरत  मये  

13.10  ित!थापन लोच  

13.11 समांगी उ+पादन फलन के मह+व तथा उपयोग  

13.12 मह+वपूण3 समांगी उ+पादन फलन  

13.13 सारांश  

13.14 शPदावली  
13.15 लघ ुउSरीय  T  

13.16 स6दभ3 U6थ सचूी 
13.17 दीघ3 उSरीय  T  
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13.1 25तावना  

 अथ3शाV के अWययन म7 तथा िवशेष तौर पर शोधकाय3 म7 ऑकड़G का अ+यािधक मह+वपूण3 तथा 
िनणा3यक उपयोग होता ह ै\यGिक ऑकड़ो के ऊपर ही सम!त िव^ेषण एव ंिन_कष3 आधाLरत होते ह।̀ ऑकड़G का 
समिुचत उपयोग अथ3शाV के अWययन म7 िकया जा सके। इसके िलये आव)यक ह ैिक ऑकड़G का संकलन तथा 
 !ततुीकरण वdैािनक तौर तरीकG से िकया जाये। पवू3 क4 इकाई म7 इसी स6दभ3 म7 fयापक अWययन िकया गया ह।ै 
 अथ3शाV म7 पLरमाणा+मक िविधयG का  योग अथ3पणू3 तभी हो सकता ह ैजबिक ऑकड़G का संकलन 

तथा  !ततुीकरण समिुचत तौर पर िकया गया हो। अथ3शाV कई मह+वपणू3 उ+पादन फलनG का अWययन भी 
ऑकड़G पर ही आधाLरत ह।ै वत3मान ईकाई म7 उ+पादन फलन क4 िविभ6न अवधारणओ ंके बारे म7 एव ंखास तौर 
पर संमाग उ+पादन फलन तथा उससे सjबि6धत  मयेG का अWययन िकया जायेग। 
 उ+पादन फलन म7 उ+पादन के साधनG तथा उनके आपसी सjब6धG एव ंतत् पlात ्साधनG के उ+पादन पर 
 भाव का अWययन िकया जाता ह।ै यािन आmत (इनपटु) तथा िनग3त (आउटपटु) म7 \या सjब6ध !थािपत हो रहा ह ै

इन सjब6धG के आधार पर उ+पादन फलनG क4  कृित तथा िवशषेताय7 िनधा3Lरत होती ह ैिजन का fयापक अWययन 

वत3मान म7 fयापक तौर पर िकया जायेग।  

13.2 उ8े9य  

वत3मान इकाई म7 िनjन उ')ेयG का अWययन िकया जायेगा –  

ü उ+पादन फलन \या होता ह?ै  

ü उ+पादन फलन क4 मा6यताय7 तथा िवशषेताय7 कौन-कौन सी ह?ै  

ü मह+वपूण3 उ+पादन फलन कौन-कौन से ह?ै  

ü समांगी उ+पादन फलन से \या ता+पय3 ह?ै  

ü समांगी उ+पादन फलन क4 िवशषेताय7 कौन-कौन सी ह?ै  

ü समांगी उ+पादन फलन से सjबि6धत कौन-कौन सी  मये ह ै तथा इनको िकस  कार िसp िकया जा 
सकता ह?ै  

ü समांगी उ+पादन फलन का अथ3शाV के अWययन म7 \या मह+व तथा उपयोग ह?ै  

13.3 उ*पादन फलन का अथ=  

उ+पिS के िनयमG क4 fयापक िववचेना उ+पादन फलन के िव^ेषण से ही आरjभ होती ह।ै उ+पादन  िqया म7 
उ+पादन के साधनG क4 सहायता यािन आदा यािन इनपटु कहा जाता ह ैतथा िजस व!तु का उ+पादन होता ह ैउसे 
 दा यािन आउटपटु कहते ह।ै आदा तथा  दा के मWय तकनीक4 सjब6ध को उ+पादन फलन से fयr करते ह।ै 
अथवा आगतो (इनपटु) तथा िनग3तG ( (आऊटपटु) क4 माFाओ ंके मWय फलना+मक सjब6धG को उ+पादन फलन 

fयr करता ह।ै  
जसैे Q= f (L,K)  

जहाँ Q = उ+पादन, f= फलन L = tम K = पूंजी।  
यह उ+पादन फलन माF उ+पादन के दो साधनG tम तथा पूंजी पर ही िनभ3र ह।ै  
2ो0 वाटसन के अनसुार, “िकसी फम( कM भौितक आगतQ तथा उGपाद कM भौितक माRा के बीच के 

सUबVध को उGपादन फलन कहते है।”'  
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2ो0 सैAयूलसन के अनसुार, “उGपादन फलन वह तकनीकM सUबVध है जो यह बताता है िक आगतQ के 

5Gयेक िवशेष समूह ^ारा िकतना उGपादन िकया जा सकता है। यह सUबVध िकसी िदये ह_ये तकनीकM 
`ान के aतर के िलये bय? िकया जाता है।” 

13.4 उ*पादन फलन कC माDयतायE एवं िवशेषतायE 

उ+पादन फलन तभी सचुाC Cप से िqयाशील रहता ह ैजबिक िनjन मा6यताओ ंका पालन हो रहा हो- 
1) उ+पादन फलन एक िनिlत समय से सjबि6धत होता ह।ै  
2) साधनG क4 क4मत तथा तकनीक4 म7 कोई पLरवत3न नहu होना चािहये।  
3) फम3 का लागत fयय िदया हvआ ह।ै 
4) tम समCप ह ैतथा पूंजीगत ईकाई म7 िदये समय म7 हास नहu हो रहा ह।ै 

यह उपरोr मा6यताय7 समांगी उ+पादन फलन समते सभी उ+पादन फलनG क4 ह।ै इसी  कार सभी उ+पादन फलनG 
क4 कुछ सामा6य िवशषेताय7 होती ह ैजोिक िनjनवत् ह-ै 

1) उ+पादन फलन उ+पाद तथा साधनG के मWय फलना+मक एव ंतकनीक4 सjब6ध !थािपत करते ह।ै  
2) उ+पादन फलन मxूय िनरपेy होता ह ैएव ंफलन क4 कोई भी मौिzक िवशषेता नहu होती ह।ै अथा3त फलन 

का सjब6ध केवल उ+पादन क4 भौितक माFा से ह।ै 
3) उ+पादन के साधनG को एक दसूरे के िलय े ित!थािपत िकया जा सकता ह।ै 
4) मलू तथा उ+पादन फलन आिथ3क अवधाणा के बजाय इजंीिजयLरंग क4 अवधारणा मानी जाती ह।ै  
5) उ+पादन फलन !थैितक अथ3शाV का िवषय ह ै\यGिक यह साधनG क4 क4मत तकनीक4 dान का !तर एव ं

समयाविध को िनिlत मानकर काय3 करता ह।ै 

13.5 उ*पादन फलन के 2कार 

साधनG क4 ि!थरता एवं पLरवत3नशीलता के आधार पर उ+पादन फलन दो  कार के होते ह ै

(अ) पLरवत3नशील अनपुात का िनयम ।  
(ब) पैमाने के  ितफल ।  

 
 

(अ) पJरवत=नशील अनुपात का िनयम –  

पLरवत3नशील अनपुात के िनयम का “Law of Variable Proportions” कहते ह ै यह उ+पादन फलन 

अxपकाल म7 ही लाग ू होता ह।ै इस उ+पादन फलन के अ6त3गत एक साधन को ि!थर रखकर दसूरे साधन को 
पLरवत3नशील बनाया जाता ह।ै इसे हासमान  ितफल का िनयम भी कहते ह।ै  

उ*पादन फलन के 2कार 

पLरवत3नशील अनपुात का िनयम पैमाने के  ितफल  
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माश3ल ने हासमान  ितफल के िनयम को माF कृिष तक ही सीिमत रखा पर6त ुआधिुनक अथ3शािVयG के अनसुार 
यह सभी yेFG म7 लाग ूहोता ह।ै  
यिद पूंजी को ि!थर िकया जाये एवं tम क4 माFा म7 पLरवत3न िकया जाये तो इस उ+पादन फलन म7 तीन ि!थितयाँ 
या चरण  ा| होते ह।ै  

1)  थम चरण म7 कुल उ+पादन बढती हvयी दर से  ा| होते ह ैसाथ ही सीमांत तथा औसत उ+पादन भी बढते 
ह।̀  

2) ि�तीय चरण कुल उ+पादन घटती हvयी दर से बढ़ता ह ै तथा अिधकतम हो जाता ह।ै सीमांत उ+पादन 

िगरता ह ैतथा औसत उ+पादन के बराबर हो जाता ह।ै उ+पादन क4 �ि� से यही अनकूुल चरण होता ह।̀  
3) तीसरे चरण म7 कुल सीमांत तथा औसत उ+पादन सभी िगरते ह।ै 

(ब) पैमाने के 2ितफल –  

पैमाने के  ितफल को अUंेजी “Return to Scale” कहते ह ैयह उ+पादन फलन दीघ3काल म7 लाग ूहोता ह ैतथा 
उ+पादन के सभी साधन पLरवत3नशील होते ह।ै यह पैमाने के  ितफल तीन  कार के होते ह ैिजनके बारे म7 िव!तार 
से चचा3 इकाई म7 आगे क4 जायेगी।  

13.6 समांगी उ*पादन फलन  

इस उ+पादन फलन को समCप उ+पादन फलन भी कहते ह ै अUंेजी म7 इसे “Homogenous Production 

Function” कहते ह।ै समांगी उ+पादन फलन के मह+वपणू3 उ+पादन फलन ह ैतथा अथ3शाV के अWययन म7 इसका 
fयापक उपयोग होता ह।ै यिद िकसी उ+पादन फलन म7 सभी आmतो को m गनुा बढ़ा िदया जाये तथा िनग3त या 
उ+पादन भी m क4 िकसी घात के गणुन के Cप म7 बढ़ जाता ह ैतो उ+पादन फलन को समांगी उ+पादन फलन कहते 
ह।ै गिणतीय Cप म7 इसे िनjन Cप म7 fयr कर सकते ह।̀  
Q= f (L, K) ---------------------------------------------------(i)  

यिद आगतG को m गनुा बढ़ाया जाय ेतो नया उ+पादन फलन  

P = f (mL, mK) ------------------------------------------------(ii)  

यिद P = mk f (L, K) -------------------------------------------(iii)  

इस  कार आगतG को m गनुा बढ़ाने पर यिद उ+पादन को m क4 घात K के Cप म7 अगर fयr िकया जा सके तो 
उ+पादन फलन समांगी या समCप होता ह।ै m क4 घात K “समCपता क4 कोिट” कहलाती ह।ै यहाँ m कोई 

वा!तिवक अकं ह ैतथा K एक ि!थर रािश ह।ै यह उ+पादन फलन K कोिट का समांगी उ+पादन फलन ह।ै इस 

उ+पादन फलन म7 दो मह+वपणू3 त�य ह ैपहला यह ह ैिक m परूी तरह गणुनखंड क4  िqया के माWयम से फलन के 

बाहर िनकाला जा सके तथा दसूरा यह क4 m क4 घात K परूी तरह से उ+पादन फलन क4  कृित को fयr करती 
ह।ै यिद K=1 , तो उ+पादन फलन  थम कोिट का समागंी उ+पादन फलन होगा। िजसे रेखीय Cप से समCप 

उ+पादन फलन भी कहते ह।ै 
यिद K=2, तो उ+पादन फलन ि�तीय कोिट का समCप उ+पादन फलन होगा। इसी  कार K=n होने पर उ+पादन 

फलन n कोिट का समCप उ+पादन फलन होगा। समांगी उ+पादन फलन को िनjन उदाहरणG से और भी बेहतर 
समझा जा सकता ह।ै  

उदाहरण नं0 1, ! = "#($, %) = #&'*+ - #.*% - /%+  

िसp क4िजये िक यह समांगी उ+पादन फलन ह ैतथा इसक4 कोिट भी dात क4िजय7?  

हल – यिद आगतो को m से गणुा िकया जाय ेतो  
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"(0$,0%) = #&'(0*)+ - .(0*)(0%) - /(0%)+ 

=#&0+'*+ - .0+*%# - 0+/%+ 

= #&0+('*+ - .*%# - /%+ 

= 0#&'*+ - .*%# - /%+ 

01 "($, %) = 02 
चूँिक इसे f (mX, my) = m (X, y) के Cप म7 fयr िकया जा सकता ह ैअतः यह समांगी उ+पादन फलन ह ैएव ं

m क4 घात K का मान यहाँ पर '1' ह।ै अतः समCपता क4 कोिट भी एक होगी।  
उदाहरण नं0 2 – z = f (X, y) = िसp क4िजये िक यह एक समांगी उ+पादन फलन ह ैतथा इसक4 कोिट भी dात 

क4िजये?  

हल – आगतG को m से गणुा करने पर 

"#(0$,0%) #= (0*)+
(0%)3 

 

= 0+*+
03%3 =

4
0
*+
%3 =#056 *+%3 

"#(0$,0%) = 056"($, %) = #0562 
अतः यह एक समांगी उ+पादन फलन ह ैतथा इसक4 कोिट -1' ह।ै 

13.7 समांगी उ*पादन फलन के िविभDन 5वNप  

समांगी उ+पादन फलन के  कार तथा  कृित m क4 घात K पर िनभ3र करती ह ै िजसके आधार पर  ितफल 

िनधा3Lरत होते ह ैतथा उनके ऊपर उ+पादन फलन का !वCप िनभ3र करता ह ैजो िक िनjनवत् ह ै

1) यिद mk म7 K = 1 तो पैमाने के ि!थर  ितफल  ा| होग7। ऐसे उ+पादन फलन को  थम कोिट का समCप 

उ+पादन फलन कहते ह।ै इसे रेखीय Cप से समCप उ+पादन फलन के नाम से भी जाना जाता ह।ै इस 

उ+पादन फलन क4 म�ुय िवशेषता यह होती ह ैिक यिद उ+पादन के साधनG को िजतने गनुा बढ़ाया जाता 
ह ैउ+पादन भी उसी अनपुात म7 बढ़ता ह।ै यिद आगत दगुनी कर दी जाय7 तो िनग3त भी दगुनी हो जायेगी।  

2) यिद mK म7 K > 1 तो पैमाने के बढ़ते हvय ेयािन विृpमान  ितफल  ा| होग ेतथा उ+पादन फलन का 
!वCप विृpमान  कार का होग। इसके अतरत आगतG म7 विृp क4 तलुना म7 िनग3त म7 विृp अिधक 

अनपुात म7 होती ह।ै यािन अगर आगतG म7 दगुनी विृp कर दी जाये तो िनग3त म7 विृp दगुनी से अिधक 

होगी। 
3) यिद mk म7 K < 1 तो पैमाने के बढ़ते हvये यािन हासमान  ितफल  ा| होग7 तथा उ+पादन फलन का 

!वCप �ासमान  कार का होग। इसके अ6तग3त आगतG म7 विृp क4 तलुना म7 िनग3त म7 विृp कम अनपुात 

म7 होती ह।ै यिद आmतG को दगुने से बढ़ाया गया ह ैतो िनग3त म7 विृp दगुने से कम होगी।  
समांगी उ+पादन फलन एव ं पैमाने के  ितफल पैमाने के  ितफल उ+पादन फलन क4 दीघ3 कालीन  विृत को 
 द3िशत करते ह।ै दीघ3काल म7 पैमान के सभी साधन पLरवत3नशील होते ह।ै साधनG म7 होने वाल ेपLरवत3नG के कारण 

से पैमाने पर िमलने वाल े ितफलG म7 भी पLरवत3न आता ह ैतथा यह  ितफल बढ़ते हvय,े घटते हvय ेतथा ि!थर 
 कार के हो सकते ह।ै िज6ह7 समांगी उ+पादन फलन अनसुार िनjन  कार से समझाया जा सकता ह ै: 
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(अ) पैमाने के वO=मान 2ितफल 

यिद उ+पिS के साधनG म7 एक िनिlत अनपुात म7 विृp क4 जाती ह ैपर6त ुइसके कारण से िमलने वाला  ितफल म7 
विृp अिधक अनपुात म7 हो जाती ह ै तो यह बढ़ते हvय े या वp3मान  ितफल कहलायेगा यािन । उ+पादन म7 
अनपुाितक विृp > साधनG क4 माFा म7 अनपुाितक विृp अतः यिद उ+पादन के साधनG म7 20  ितशत अनपुात से 

विृp क4 जाये तो उ+पादन म7 विृp 20  ितशत से अिधक हो जाती ह ैतो यह वp3मान  ितफल का उदाहरण होगा। 
िचF म7 OS रेखा पैमाने को िनCिपत करती ह ैतथा X1,X2, X3, X4 उ+पादन क4 qमशः 100, 200, 300, 400 

ईकाई को िनCिपत करते ह।ै अतः !प� ह ै िक उ+पादन म7 समान विृp करन ेहते ुउ+पिS के साधनG म7 विृp का 
अनपुात कम होता जायेग तथा सम उ+पाद वqG के मWय दरूी िनरतंर घटती जायेगी।  

यािन AB > BC > CD जो िक वp3मान  ितफल को िनCिपत करता ह।ै यािन 7 - 8 > 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ब) पैमाने का Pासमान 2ितफल  

इसके अनसुार उ+पिS के साधनG को िजस अनपुात म7 बढाया जाता ह ै उसक4 तलुना म7 उ+पादन म7 विृp कम 

अनपुात म7 होती ह ैतथा X1, X2, X3, तथा X4 सम उ+पाद वqG के मWय दरूी िनरंतर बढ़ती जाती ह।ै 
AB<BC<CD 

इस उ+पादन  िqया म7 उ+पादन म7 समान विृp अथा3त 100 इकाई के िलये बढ़ते हvय ेसाधनG क4 आव)यकता 

पड़ेगी। यािन 7 - 8 < 4 
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िचF म7 OS रेखा पैमाने को िनCिपत करती ह ैतथा - X1,X2, X3, X4 P उ+पादन क4 qमश: 100, 200, 400 

ईकाई को िनCिपत करते ह।ै 
अतः !प� ह ैिक उ+पादन म7 समान विृp करन ेहते ुउ+पिS के साधनG म7 विृp का अनपुात बढता जायेगा तथा सम 

उ+पाद वqG के मWय दरूी िनरतंर बढती जायेगी।  

(स) पैमाने के ि5थर 2ितफल  

इस िनयम के अनसुार यिद उ+पिS के सम!त साधनG को एक िनिlत अनपुात म7 बढ़ाया जाय ेतो उ+पादन भी उसी 
िनिlत अनपुात म7 बढ़ता ह।ै सम उ+पाद वqG के मWय दरूी समान बनी रह7ग ेतथा उ+पादन म7  +येक 100 ईकाई 

क4 विृp म7 उ+पिS के समान साधनG क4 आव)यकता होगी।  
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यािन AB = BC = CD 

िचF म7 OS रेखा पैमाने को िनCिपत करती ह ैतथा X1,X2, X3, X4 उ+पादन क4 qमशः 100, 200, 300, 400 

ईकाई को िनCिपत करते ह।ै अतः !प� ह ै िक उ+पादन म7 समान विृp करन ेहते ुउ+पिS के साधनG म7 विृp का 
अनपुात समान ही रहगेा तथा सम उ+पाद वqG के मWय दरूी हमशेा समान रहगेी।  

13.8 समांगी उ*पादन फलन का िचRS के माTयम से िनNपण  

समांगी उ+पादन फलन म7 सम उ+पाद वqG के माWयम से यह  दिश3त िकया जाता ह ैिक साधनG के िविभ6न संयोग 

से समान !तर का उ+पादन कैसे िनCिपत िकया जाये तथा सम उ+पाद वq म7 पLरवत3न से उ+पादन के !तर म7 भी 
पLरवत3न होता ह।ै उ+पादन के िव!तार को िनCिपत करन ेहते ुउ+पाद रेखाओ ंक4 म�ुय भिूमका होग।े उ+पाद रेखाय7 
उ+पादन म7 विृp करन ेका सjभािवत पथ होती ह।ै यिद सभी साधन पLरवत3नशील होते ह ैतो उ+पाद रेखाय7 मलू 

िब6द ुसे होकर जाती ह ैएवं यिद एक ही साधन पLरवत3नशील तथा दसूरा ि!थर होता ह ैतो उ+पाद रेखा पLरवित3त 

साधन अy के समा6तर होती ह ैएव ंयिद साधन अनपुात म7 पLरवत3न ि!थर रहता ह ैतो यह रेखाये सम रेखाय7 कही 
जाती ह।ै उ+पादन रेखाय ेउ+पादन फलन के !तCप को िनधा3Lरत करती ह ैइसे िनjन तौर पर  दिश3त िकया जा 
सकता ह ै

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

यिद उ+पादन पLरवत� अनपुात उ+पादन फलन के अ6तग3त ह ैतो उ+पाद रेखा पLरवित3त साधन अy के समा6तर 
होग। िचF म7 tम पLरवित3त साधन तथा पूंजी ि!थर साधन ह।ै M N उ+पाद रेखा होगी। 
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यिद दोनG साधन पLरवत3नशील ह ै तो उ+पाद रेखा मलू िब6द ु से होकर जायेगे तथा  +येक उ+पाद रेखा पर 
9
: 

अनपुात एवं सीमांत  ित!थापन क4 दर भी ि!थर होगी। यिद उ+पादन फलन समांगी ह ैतो उ+पाद रेखाय7 सीधी 
रेखाओ ंके Cप म7 होगी जोिक OR तथा OS �ारा िनCिपत ह।ै 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

यिद उ+पादन फलन संमागे नहu ह ैतो उ+पाद रेखाय7 जसैे OR तथा OS टेढ़ी-मढ़ेी होगी।  

13.9 समांगी उ*पादन फलन पर आधाJरत 2मेय  

समांगी उ+पादन फलन पर आधाLरत  म7यG को  थम कोिट के समांगी उ+पादन फलन के अनसुार िसp िकया 
जायेग तथा तत् पlात ्उ6ह7 अ6य कोिट के समागंी उ+पादन फलनG पर लाग ूिकया जायेगा।  थम  मये- थम कोिट 
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के समांगी उ+पादन फलन को िनjन Cप म7 िलखा जा सकता ह।ै 

z = x P ;?@A    या  z = y q ;@?A 

 

हल- चूंिक िदया उ+पादन फलन z = f (X, y)  थम कोिट का समांगी उ+पादन फलन ह ैअतः z = f (Kx , Ky) 

= K.f (x,y) 

 यिद K = 
6
@    तो 

6
@ f (x , y) = f  (1,

B
C ) 

f (x , y) = x f  (1,
B
C ) 

अतः f (x,y) = xP ;?@A 

इसी  कार यिद K = 
6
?    तो 

f;@? , 4A = 
6
? f (x,y) 

f (x,y) = y f ;@? , 4A = y q ;9?A 

इसी तरह इस  मये को n कोिट के समांगी उ+पादन फलन हते ुिनjनवत् Cप म7 fयr िकया जा सकता ह।ै 

z = *D#1 E# ;?@A =yFq ;@?A 

उदाहरण – z = f (x,y) = &*+%G
 

इसको x.P ;?@A के Cप म7 िलिखय7। 

हल- f (x,y) = &*+%G
 = *HG%IG 

= x ;*5IG%IGA   \यGिक 2/3 = 1-1/3)  

अतः f(x,y) = x ;BCA
I
G

 = x.P;BCA 

जहाँ P(x) = ;BCA
I
G

 

ि�तीय  मये- िदये गय े  थम कोिट के समांगी उ+पादन फलन म7 आिtत चर का आिंशक अवकलन गणुांक 

(डेरीवट्ेिवय) (
JK
JC तथा 

JK
JB) X एवं y के अनपुात के फलन होते ह।ै  

यिद Z = f(x,y) 

हल :  थम  मये से z = x P ;?@A   

   
JK
JC = P;BCA + E6 ;BCA 1 JJC ;BCA (गणुन िनयम से)  

   E6 ;BCA जहाँ P;BCA का अवकलन गणुांक ह।ै  
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JK
JC = P;BCA + E6 ;BCA 1 ;L B

CHA 

    
JK
JC = P;BKA L B

C  E6 ;BCA 

अतः 
JK
JC X तथा y के अनपुात का फलन होग तथा यह श6ूय कोिट का होगा। 

 

इसी  कार z = x P ;?@A 

    
JK
JB = 0 + x. E6 ;BCA 1 JJB ;BCA  

    
JK
JB = x.E6 ;BCA 1 ;6CA 

    
JK
JB =   E6 ;BCA 

अतः 
JK
JB, X तथा y के अनपुात का फलन होग तथा यह श6ूय कोिट का होगा।  

यिद उr  मये को n कोिट के समांगी फलन के िसp िकया जाये तो 
JK
JC = n*D56P;BCA L *D5+1 E6 ;BCA 

N कोिट का समांगी उ+पादन फलन का आिंशक उ+पाद (n-1) कोिट का समांगी उ+पादन फलन होगा। इसी  कार 

= 
JK
JC = *D56E6 ;BCA 

 

ततृीय  मये– ततृीय  मये को आयलर  मये के नाम से भी जाना जाता ह।ै इस  मये के अनसुार  थम कोिट के 

समांगी उ+पादन फलन को िनjन Cप म7 fयr िकया जा सकता 

x 
JK
JB = y.

JK
JB = z 

हल : यिद z = f (x,y) 

ि�तीय  मये से 
JK
JCतथा 

JK
JB#ह,ै का मान x 

JK
JB + y.

JK
JBम7 रखने पर  

=  x.[P;BCA - ;BCA 1 E6 J
JC ;BCA] + yE6 ;BCA 

=  x.[P;BCA - %1 E6 J
JC ;BCA] + yE6 ;BCA 

=  x.P;BCA = f (x,y) = z 

िजसे  थम  मये के अनसुार f (X,y) के समान कहा जा सकता ह।ै यिद उ+पादन फलन n कोिट का समांगी 
उ+पादन फलन ह ैतो 

x 
JK
JB + y.

JK
JB = nz 

अथ3शाV म7 आयलर  मये का बढ़ा मह+व ह ैइसके अनसुार यिद उ+पादन ि!थर पैमाने के  ितफल के अ6तग3त हो 
रहा हो एव ंयिद उ+पादन के साधनG को उनके सीमांत उ+पाद के समान भगुतान िकया जाये तो कुल भगुतान कुल 

उ+पादन के समान होता ह ैयािन कुल उ+पादन माF साधनG के भगुतान म7 ही समा| हो जायेगा।  
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उदाहरण- यिद कॉब डगलस उ+पादन फलन को यिद िलया जाये 

Q =A MNO65N 

                     L M P: + K M P9 = Q होना चािहए।  

हल : Q =A MNO65N 

     MP: = 
JQ
JR  = A N MN56O65N 

        MP9 = 
JQ
JR  = A (4 L 7)MN56O5N 

MP:तथा MP9 का मान (L M P: + K M P9) म7 रखने पर =  L A N MN56O65N + K A 

(4 L 7)MN56O5N 

=  [ A 7MNO65N + K A (4LN)MN56O65N] 

= ASNT65N [U# - 4LN]  
= ASNT65N 

जो िक Q के बराबर ह।ै अतः कॉब डगलस उ+पादन फलन आयलर  मये के िन_कष� को सही िसp करता ह।ै 

13.10 2ित5थापन लोच 

िकसी भी रेखीय समांगी फलन Q = f (*6, *+) क4  ित!थापन लोच x6 तथा *+के मWय िनjन सFू से  ा| 

क4 जा सकती ह।ै 

V = 
WI#WH
Q#WI#WH        

"6# जहा ँx6 के सापेy Q का अवकलन ह।ै 

"+# जहाँ x+ के सापेy Q का अवकलन ह।ै 

 "6+ जहा ँx6 तथा x+ के सापेy अवकलन ह।ै उदाहरण- उr सFू के माWयम से कॉब डगलस उ+पादन फलन 

क4  ित!थापन लोच dात क4िजय7? 

हल- कॉब डगलस उ+पादन फलन 

Q =A MNO65N                                        

  "6#= "R  = 
JQ
JR  = X# N #MN56O65N 

"+#= "Y  = 
JQ
JY = A(1-#N#) MN56O5N 

एव"ंYR  = 
JHQ
JR#JY  

इसके िलये पहले 
JQ
JR  =  X# N #MN56O65N  

पनुः K के सापेy अवकलन करने पर 
JHQ
JR#JY  =  X# N (4LN)MN56O5N 

उr समीकरण का मान सFू V = 
WI#WH
Q#WI#WHम7 रखने पर - 
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V = 
Z[N:N\I9I\N^_[(65N):N9\N]
([:N9I\N)_[N(65N):N\I9\N]       

V#= 1 

अतः कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 लोच एक होगी।  

13.11 समांगी उ*पादन फलन के मह*व तथा उपयोग  

समांगी उ+पादन फलन तथा इसके ऊपर आधाLरत  मयेG के उपयोग अथ3शाV के अWययन म7 बड़े ही मह+वपूण3 ह।ै 
इनका उपयोग न िसफ3  उ+पादन क4  िqया म7 िकया जा सकता ह ै बिxक इनका  योग िवतरण तथा आिथ3क 

संविृp एवं िवकास के yेF म7 िकया जा सकता ह ैजोिक िनjनवत् ह-ै  

1) समांगी उ+पादन फलन के अ6तग3त �ासमान, ि!थर तथा विृpमान  ितफल के उ+पादन फलन आते ह ै

िजनका उपयोग िकसी भी पLरि!थित तथा उ')ेय हतेु अिधक fयवहाLरक ढंग से िकया जा सकता ह।ै  
2) समांगी उ+पादन का उपयोग कृिष, िविनमा3ण तथा अ6य मह+वपणू3 उ+पादन क4 गितिविधयG के िलय े

िकया जा सकता ह।ै 
3) समांगी उ+पादन फलन का िवतरण के yेF म7 भी fयापक मह+व एव ंउपयोग ह ैइसके माWयम से tम तथा 

पूंजी का रा_�ीय आय म7 िह!सेदारी dात क4 जा सकती ह।ै िजसे अगली इकाई म7 िव!तार से बताया गया 
ह।ै  

4) tम तथा पूंजी अनपुात म7 पLरवत3न का उ+पादन तथा िवतरण पर \या  भाव पड़ रहा ह ैइसको dात िकया 
जा सकता ह।ै  

5) समांगी उ+पादन फलन के माWयम ्का शोध अWययनG म7 बड़ा ही उपयोग ह ैइनके उपयोग के माWयम म7 
मह+वपूण3 उ+पादक yेFG म7 दीघ3 कािलक  विृतयाँ dात क4 जा सकती ह।ै  

6) अथ3शािVयG �ारा कई मह+वपणू3 उ+पादन फलनG का िनमा3ण जसैे कॉब डगलस उ+पादन फलन ि!थर 
 ित!थापन लोच उ+पादन फलन (सी0 ई0 एस0 उ+पालन फलन) िकया गया ह ै िजनका अथ3शाV के 

अWययन म7 fयापक उपयोग ह।ै  
13.12 मह*वपूण= समांगी उ*पादन फलन 

मह+वपूण3 समांगी उ+पादन फलनG म7 कॉब डगलस उ+पादन फलन एवं ि!थर  ित!थापन लोच उ+पादन फलन 

 मखु ह।ै कॉब डगलस उ+पादन फलन के बारे म7 िव!तार से िपछली ईकाई म7 अWययन िकया जा चकुा ह ैवत3मान 

ईकाई म7 यहाँ पर ि!थर  ित!थापन लोच यािन सी0 ई0 एस0 उ+पादन फलन के बारे म7 संyेप म7 अWययन िकया 
जायेग। ि!थर लोच उ+पादन फलन इस उ+पादन फलन का िवकास के0 ज0े ऐरो, एच0 बी0 चेनरी, वी0 एस0 

िमनहास तथा आर0 एम0 सोलG �ारा 1961 म7 िकया गया था। यह एक मह+वपूण3 उ+पादन फलन ह ैजो िक कॉब 

डगलस उ+पादन फलन क4 भाँित रेखीय Cप से समCप यािन समांगी ह।ै इस उ+पादन फलन को िनjनवत् fयr 

िकया जा सकता ह:ै 

`6 = ab7O5c - (4 L 7)M5cd56c 

a, 7, 8  ाचल (Parameter) ह ̀जहाँ A दyता  ाचल ह।ै 7 िवतरण यािन पूंजी mहनता साधन गणुांक ह ैतथा 

8 !थापना दyता ह ैजो िक  ित !थापन क4 लोच को िनधा3Lरत करता ह।ै जहाँ िक 

X > e, e < #U# < 4] f# > #L4 

सी0 ई0 एस0 उ+पादन क4 म�ुय िवशषेताय7  
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इस उ+पादन फलन क4 म�ुय िवशषेताय7 िनjनवत ्ह:ै 

1) यह उ+पादन फलन भी अ6य रेखीय समांगी उ+पादन फलनG क4 भाँित ह ैयिद उ+पिS के साधनG म7 n गनुा 
विृp कर दी जाय ेतो कुल उ+पादन भी n गनुा बढ़ जायेगा। 

                          `6 = ab7(nO)5c - (4 L 7)(nM)d5Ig 

                          h6 = XZi5j^5IkbUT5j - (4 L U)S5jd5Ik 

h6 = iXbUT5j - (4 L U)S5jd56j 

                          h6 = nQ  

2) सी0 ई0 एस0 उ+पादन फलन क4 लोच f �ारा िनधा3Lरत होती ह।ै 

V = 6
6lj यिद f = 0 तो इस दशा म7 यह कॉब डगलस उ+पादन फलन को िनCिपत करता ह।ै 

3) सी0 ई0 एस0 उ+पादन आयलर  मये को िसp करता ह ैयिद tम तथा पूंजी को उनके सीमांत उ+पादन के 

अनसुार भगुतान िकया जाता ह ैतो कुल उ+पादन साधन भगुतान के ही बराबर होगा। 
4) सी0 ई0 एस0 उ+पादन फलन के सम उ+पाद वq मलू िब6द ुक4 ओर उ6नतोदर होग7।  

पर6त ुसी0 ई0 एस0 उ+पादन फलन म7 भी खािमयाँ ह ̀िजसम7 सबसे  मखु खामी यह ह ैिक यह फलन भी 
उ+पादन के माF दो साधनG पर ही आधाLरत ह ैतथा इसका  योग माF एक ही फम3 तक सीिमत ह ैलेिकन 

इन सबके बावजदू भी यह मह+वपणू3 उ+पादन फलन ह।ै  
13.13 सारांश  

समांगी उ+पादन फलन के वतमा3न इकाई म7 fयापक मWयमान के पlात यह कहा जा सकता ह ै िक इन उ+पादन 

फलनG के अWययन ने अथ3शाV िवषय को एक नया आयाम तथा िदशा  दान क4 िजसके अWययन के िलये धीरे-
धीरे गिणतीय अथ3शाV क4 शाखा िवकिसत होकर एक मह+वपूण3 !वCप ले चकु4 ह।ै चूंिक समांग उ+पालन 

फलनG का !वCप काफ4 fयापक ह ैअतः इनका  योग अथ3शाV के अनेकG yेFG कृिष उ�ोग िविनमा3ण आिद म7 
िकया जा सकता ह ैसाथ ही िवतरण तथा आिथ3क िवकास के yेF म7 भी मह+वपणू3 िन_कष3 िदये जा सकते ह।ै 
य�िप समांगी उ+पादन फलनG क4 भी अपनी सीमाए तथा खािमयाँ ह ैपर6त ुइन सबके बावजदू समांगी उ+पादन 

फलनG क4 अपनी ही अलग िवशषेताय7 ह ैिजनके कारण से इनका fयापक उपयोग िकया जाता ह ैतथा इन फलनG 
का अथ3शाV के मौिलक अWययन म7 योगदान मह+वपणू3 ह।ै  
13.14 शYदावली 

· 2ित5थापन लोच - सीमांत  ित!थापन क4 तकनीक4 दर म7 सापेिyक पLरवत3न होने के कारण से साधन 

अनपुात म7 िकतना सापेिyक पLरवत3न होता ह ै ित!थापन लोच के Cप म7 जाना जाता ह।ै जबिक उ+पादन 

का !तर समान रह7।  

· समउ*पाद वZ - इस वq अनCप का !तर समान रहता ह।ै उसे समान उ+पाद वq भी कहते ह।ै यह 

समान उ+पादन का वह िब6द ुपथ ह ैिजस ेtम तथा पूंजी क4 िविभ6न माFाओ ंसे  ा| िकया जा सकता ह।ै 

· सीमांत 2ित5थापन कC तकनीकC दर – tम क4 एक इकाई के बदले पूंजी क4 िकसी इकाईयाँ 

 ित!थािपत क4 जा सकती ह ैजबिक उ+पादन क4 !तर समान बना रह7। 

mopq: =#r9r: #= #stustv 
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· उ*पाद रेखायE – उ+पादन म7 िव!तार को इनके माWयम से िनCिपत िकया जाता ह।ै  

· समलागत रेखा – यह उ+पादन के साधनG के िविभ6न अनपुातG को  दिश3त करती ह ै िजसे कोई फम3 

िदये गय ेबजट म7 से qय कर सकती ह ैइसे qय रेखा या क4मत रेखा भी कहते ह।ै 
C = wL + rK  

· सीमाDत उ*पादन – उ+पादन के साधनG म7 इकाई पLरवत3न होने से कुल उ+पादन म7 िकतना पLरवत3न होता 

ह ैयह सीमांत उ+पादन कहलाता ह।ै 

· औसत उ*पादन – कुल उ+पादन तथा साधनG के अनपुात को औसत उ+पादन कहते ह।ै  

· इ\तम ्उ*पादन – इसे उ+पादन करन ेवाली फम3 का संतलुन िब6द ुभी कहते ह ैतथा इसका िनधा3रण 

समउ+पाद वq तथा समलागत रेखा के !पश3 िब6द ुके �ारा होता ह।ै  

· िव5तार पथ – 6यनूतम लागत उ+पादन के संयोग िब6दओु ंको िमलाने पर िव!तार पथ  ा| होता ह।ै  

· फलन – दो चरG के मWय सjब6ध fयr करता ह।ै  

· अवकलन गुणांक - जब y का X के सापेy अवकलन िकया जाता ह ैतो dy /dX, y का X के सापेy 

अवकलन गणुांक होगा।  
13.15 लघु उ_रीय 2` 

1. उ+पादन फलन \या मौिzक मxूयG पर िनधा3Lरत करता ह?ै  

2. उ+पादन फलन !थैितक अथ3शाV का िवषय ह ै\या यह कथन स+य ह?ै  

3. पैमाने के  ितफल म7 उ+पादन के िकतने साधन गितशील होते ह?ै  

4. रेखीय Cप से समांगी उ+पादन फलन िकतने कोिट का होता ह?ै  

5. यिद आगतो को दगुना करने पर िनग3त भी दगुना हो जाय ेतो उ+पादन फलन क4 कोिट होगी।  
6. यिद आगतो को दगुना करने पर िनग3त चार गनुा हो जाये तो उ+पादन फलन क4 कोिट होगी।  
7. यिद आगतो को दगुना करने पर िनग3त दगुने से कम बढ़े तो उ+पादन फलन क4 कोिट होगी।  
8. रेखीय Cप से समांगी या समCप उ+पादन फलन क4 कोिट िकतने अशं क4 होती ह?ै  

9. पैमाने के  ितफल Cपी उ+पादन फलन िकस काल म7 लाग ूहोते ह?ै  

10. समांगी उ+पादन फलन को िकस Cप म7 िलखा जा सकता ह?ै  

11. यिद उ+पादन के सभी साधन पLरवत3नशील ह ैतो उ+पाद रेखाय7 कहाँ से गजुरती ह?ै  

12. समांगी उ+पादन फलन म7 उ+पाद रेखाय7 कैसी होती ह?ै  

13. यिद उ+पादन फलन समागंी नहu ह ैतो उ+पाद रेखाय7 कैसी होगी? 

14. रेखीय Cप से समांगी उ+पादन फलन म7 समउ+पाद वqG के मWय दरूी हमशेा ___ कैसी बनी रहती ह?ै  

15. कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 लोच होगी? 

उSर -  1. नहu 2. स+य 3. सभी 4. एक 5. एक 

6. दो 7. एक से कम 8. एक 9. दीघ3 काल 10. Q = w9z(x, y) 

 11. मलू िब6द ु12. सीधी रेखा म7 13. टेड़ी-मड़ेी 14. बराबर 15. एक  
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13.17 दीघ= उ_रीय 2` 

1. उ+पादन फलन क4 मा6यताय7 िलखते हvय ेसमांगी उ+पादन फलन क4 िवशेषताय7 िचF सिहत बताईय7?  

2. \या h = X#SNT65Ni#फलन समांगी ह ैयिद ह ैतो इस फलन क4 कोिट बताईय7? 

3. \या h = #SIHTI
H फलन समांगी ह ैयिद ह ैतो इसक4 कोिट बताईय7?  

4. समांगी उ+पादन फलन को गिणतीय Cप म7 समझाते हvय ेआयलर  मये को िसp क4िजय7?  
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14.1 25तावना  

 पवू3 क4 इकाई म7 उ+पादन फलनG एवं िवशेष तौर पर संगमी उ+पादन फलन तथा उसक4 िवशषेताओ ं का 
अWययन िकया गया ह।ै संगामी उ+पादन फलन तथा इसक4 िवशषेताओ ं का अथ3शाV के अWययन म7 मह+वपूण3 
भिूमका ह।ै उ+पादन फलनG के अगले चरण म7 मह+वपूण3 उ+पादन फलन, " कॉब डगलस' का अWययन वत3मान इकाई 

म7 िकया जायेगा।   
 कॉब डगलस उ+पादन फलन का िनमा3ण स ुिसp अमLेरक4 अथ3शाVी  ो0 सी0 डPल०ू कॉब एव ं ो0 सी0 

एच0 डगलस �ारा िकया गया। य�िप इस उ+पादन फलन को सव3 थम केनेट िवकसैल(1851-1926) ने  !तािवत 

िकया पर6त ुसाि�यक4य पpित से परीyण तथा िवकास चाxस3 कॉब तथा पाल डगलस �ारा 1928 म7 िकया गया। इस 

उ+पादन फलन के अ6त3गत दोनG अथ3शािVयG �ारा उ+पादन के ऊपर tम तथा पूंजी के  भाव को dात करन ेहतेु एक 

अ+यािधक मह+वपणू3 सFू का अिव_कार िकया िजससे उ+पादन का tम तथा पूंजी के साथ सjब6ध !थािपत हो सके।  
 दोनG अथ3शािVयG �ारा अमLेरक4 अथ3शािVयG �ारा अमLेरक4 अमLेरक4 अथ3fयव!था के स6दभ3 म7 1899–

1922 तक के ऑकड़G के आधार पर एक अWययन  कािशत िकया गया । िजसके माWयम से दोनG अथ3शािVयG �ारा 
कॉब डगलस उ+पादन फलन को !थािपत िकया गया ह।ै  
 कॉब डगलस उ+पादन फलन न िसफ3  एक मह+वपणू3 उ+पादन फलन ह ैअिपत ुयह िवशpु तौर पर अथ3शाV म7 
िविभ6न मह+वपणू3 अWययन करने हते ु िवशेष तौर पर िनिम3त िकया गया ह।ै वत3मान इकाई म7 कॉब डगलस उ+पादन 

फलन के बारे म7 fयापक अWययन िकया जायेगा।  

14.2 उ8े9य  

इस इकाई म7 अWययन हते ुिनjन उददे)य िनधा3Lरत िकये गये ह ै: 

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन \या ह ैतथा इसक4 म�ुय मा6यताय7 \या ह?ै  

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 म�ुय िवशेषताय7 कौन-कौन सी ह?ै 

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 म�ुय मा6यताय7 \या ह?ै  

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन क4  ित!थापन लोच िकस  कार िनधा3Lरत क4 जाती ह?ै 

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन का िव!तार पथ कैसा होता ह?ै  

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन का संशोिधत Cप \या ह?ै  

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन के \या उपयोग ह?ै  

ü कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 \या सीमाय7 तथा आलोचनाय7 ह?ै  

14.3 कॉब डगलस उ*पादन फलन  

 ो0 कॉब तथा  ो0 डगलस �ारा इस उ+पादन फलन का सFू िनjन Cप म7 !थािपत िकया गया, 

   ` = a#MNOc 

जहाँ Q = उ+पादन क4 माFा। L = tम। K = पूंजी एव ंN, 8#एवं A धना+मक ि!थरांक ह।ै N जहां उ+पादन क4 tम 

के सापेy लोच ह,ै तथा#8#उ+पादन क4 पूंजी के सापेy लोच ह।ै जबिक A गणुांक उ+पादन के साधनG के संगठन क4 
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दyता को मापने म7 सहायक होता ह।ै अिधक दy उ+पादन ईकाई का A अिधक बड़ा होगा। A को कुल साधन 

उ+पादकता भी कहते ह।̀ 

a = `
M{Oc 

चूँिक उपरोr समीकरण का हर साधनG का गणुोतर माWय ह।ै अतः A वा!तिवक उ+पादन  ित इकाई इनपटु यािन 

साधन के ह।ै  
कॉब डगलस उ+पादन फलन कुछ िनिlत मा6यताओ ंके साथ ही काय3 करता ह ैजोिक िनjनवत् ह ै 

1. उ+पादन के केवल दो ही उपादान ह,ै पूंजी तथा tम । 
2. tिमकG क4 उ+पादन yमता िदये हvय ेसमय म7 ि!थर ह।ै  
3. पूंजीगत पदाथ� क4 उ+पादन yमता िदये हvये समय म7 ि!थर ह।ै 
4. अ6य कारक जसैे तकनीक4  गित, पूंजी म7 हास आिद भी ि!थर ह।ै 

5. कॉब डगलस उ+पादन फलन को मलूतया N -#8 = 4 यािन पैमाने के ि!थर  ितफल हते ु िनधा3Lरत 

िकया गया ह।ै इसके अितLरr इस फलन क4 िनjन दो और मह+वपणू3 मा6यताय7 ह।̀  
(क) उ+पादन फलन म7 tम के सापेy सीमांत उ+पादकता  ित tिमक ईकाई उ+पादन के समानपुाती होग। 
(ख) उ+पादन फलन म7 पूंजी के सापेy सीमांत उ+पादकता  ित पूंजी ईकाई उ+पादन के समानपुाती होग। 
अिंतम दो मा6यताओ ंके माWयम से कॉब डगलस उ+पादन फलन को हल िकया जा सकता ह।ै जहाँ उ+पादन 

(Q) का tम के सापेy आिंशक अवकलन 
|}
|: tम के साथ सीमांत उ+पादन होगा तथा उ+पादन (Q) का 

पूंजी के सापेy आिंशक अवकलन 
|}
|9 पूंजी के साथ सीमांत उ+पादन होग।  

|}
|: = 7 }: ................................................(a) 

जहाँ 
}
:  ित tिमक औसत उ+पादन ह ैतथा N#एक ि!थर रािश ह।̀ उ+पादन (Q) tम तथा पूंजी (L,K) का फलन ह।ै 

यिद पूंजी क4 माFा ि!थर (Ko) रखी जाये तो  
Q = f (L, K0) ............................................... (b) 

समीकरण (a) को K को ि!थर होने पर सरल अवकलन समीकरण के Cप म7 िनjन Cप म7 िलखा जा सकता ह।ै  
~`
~M = 7`M  

यािन 

 
�}
} = 7 �::  ...............................................(c) 

दोनG ओर समाकलनन करन ेपर 

 � 6
}~` = 7� 6

:~M  

�n(h) = 7#�n(/S)  

�n(h) = �n(/S�)  
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अतंतः z(M, O�) = �6(9�)#:�  ...............................................(d) 
 

जहाँ C1(K0) समाकलनन का ि!थराँक ह ैतथा इसे K0 के फलन के Cप म7 fयr कर सकते ह।ै  

इसी  कार मा6यता (ख) से 
|}
|9 = 8 }9 

L = S� यािन L को ि!थर रखकर उपरोr समीकरण को अवकलन समीकरण के Cप म7 हल िकया जा सकता ह।ै 
िजससे िनjन समीकरण  ा| होग7। 

 z(M�O) = �+(M�)Oc ...............................................(e) 
समीकरण (d) तथा (e)  

z(M, O) = aM{Oc    ...............................................(f) 

जहाँ A एक ि!थर रािश ह ैजो िक tम तथा पूंजी दोनG से !वतंF ह ैतथा N एव ं8 दोनG के मान श6ूय से अिधक होग े। 

14.4 कॉबडगलस उ*पादन फलन कC िवशेषतायE 

कॉब डगलस उ+पादन फलन अपनी खास िवशषेताओ ंके कारण अथ3शाV म7 उ+पादन सjब6धी िविभ6न yेFG जसैे 
कृिष, िविनमा3ण तथा उ�ोग जसैे के अWययन म7 अहम ्भिूमका िनभाता ह ैजो िक िनjनवत्  

Ø यह (N -f) िडUी  का समCप या संमागे उ+पादन फलन ह ैजो िक (N -f) = 4, क4 ि!थित म7 
रेखीय Cप से समCप उ+पादन फलन हो जाता ह।ै इसको िनjन Cप से िसp िकया जा सकता ह।ै 

   ` = a#MNOc या ` = a#MNO65N 

यिद tम तथा पूंजी म7 m गनुा विृp क4 जाये तो,  

`6 = #a#(wM)N(wO)c 

`6 = a#(wNMNwcOc  `6 = a#wNlcMNOc  `6 = wNlc#h 

यािन उ+पादन के साधनG म7 m गनुा विृp करन े पर कुल उ+पादन wNlc गनुा बढ़ जाता ह।ै एवं यिद (N
+f=1, तो  Q1=mQ  
इस िवशषे पLरि!थित म7 कॉब डगलस उ+पादन फलन रेखीय Cप से समCप उ+पादन फलन क4 तरह काय3 करेग िजसम7 
यिद साधनG म7 िजतने गनुा क4 विृp क4 जाय7 उ+पादन भी उतने ही गनुा विृp करता ह।ै यिद tम तथा पूंजी को दगुना 
िकया जाता ह ैतो उ+पादन भी दगुना हो जाता ह।ै  
इसके समउ+पाद वq का ढाल ऋणा+मक होता ह ैतथा इस त�य को सािबत करन ेहतेु  थम तथा ि�तीय कोिट का 
अवकलन करना होगा। 

` = a#MNOc 
चूंिक कुल अवकलन 
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�h = #�h�S �S -#
�h
�� �T����������(4) 

चूंिक 

�h = X## N # SN56#Tj ����������(�) 
 

�h
�S = X#f#S�#Tj56������� 1 1 (�) 

समीकरण (2) तथा (3) का मान समीकरण (1) म7 रखने पर 

�h = ZX## N # SN56#Tj^�S - Z#Xf#S�Tj56^�T 

चूंिक समउ+पाद वq पर कुल उ+पादन ि!थर रहता ह।ै इसिलये �h = e  

अतः !

ZX#U#S�56#Tj^�S - X#f#S�Tj56)�T = e 

इसिलये 
�HY
�RH =#L(�j # 1 YR  

अतः चूँिक 
�Y
�R  का मान ऋणा+मक ह ैअतः समउ+पाद वq का ढाल ऋणा+मक होगा। 

चूँिक 
�Y
�R  का िच6ह ऋणा+मक ह ैअत: 

�HY
�RH  का मान धना+मक ही आयेग \यGिक U, f, S#और K का मान हमशेा 

धना+मक ही होता ह।ै अतः समउ+पाद वq का ढाल ऋणा+मक होने के साथ-साथ मलू िब6द ुक4 ओर उSालाकार 

होग। यािन मलू िब6द ुक4 ओर उ6नोतदर (Convex to Origin) होग। tम उ+पादन क4 tम के सापेy लोच#U तथा 

पूंजी के सापेy f होगी। 

उ+पादन क4 tम के सापेy लोच �R =# RQ #JQJR �������� 1 (�) 

##JQJR = X#U#S�56Tj #एव#ं#h = X#S�Tj   

का मान (4) म7 रखन ेपर  

�R = #S#X#U#S
�56Tj

X#S�Tj # 
 

�R = #U 

 

इसी  कार पूंजी के सापेy उ+पादन क4 लोच �9 =#9} #|}|9����� 1 (�) 

समीकरण (5) म7 h = X#MN#Oc##तथा 
JQ
JYX#fS� #Tj56  का मान रखन ेपर 
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�9 =#T#fX#S
NTj56

X#SNTj  

�9 = #f 

अतः U तथा f उ+पादन क4 qमशः tम तथा पूंजी के सापेy लोच ह।ै कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 (�j)#अनपुात 

साधन गहनता का िनधा3रण करता ह ैअिधक ;�jA अनपुात का मान होने पर उ+पादन फलन क4 तकनीक tम गहन 

होती ह ैतथा अनपुात कम होने पर तकनीक अिधक पूंजी गहन होती ह।ै कॉब डगलस उ+पादन फलन के सीमांत तथा 
औसत उ+पादकता का िनधा3रण िनjन तरह से िकया जा सकता ह।̀ 

 
|}
|9 =#�E9 = पूंजी#क4#सीमांत#उ+पादकता = #a#f#MNOc56 

 

औसत उ+पादकता = a#P9 =#}9 =#[#:
N9g
9  

a#P9 = a##MNOc56 

अत:  �E9 = #8#(X##E9) 

इसी  कार �E: = #7#(X##E:) 

कॉब डगलस उ+पादन फलन के अनसुार यिद उ+पादन के  +येक साधन को सीमांत उ+पादकता के बराबर भगुतान 

िकया जाय ेतो कुल उ+पादन का िवतरण tम तथा पुंजी के भगुतान म7 ही समा| हो जाता ह।ै  

चूँिक �E: = #7#(X##E:)������ 1 (�) 

तथा a#P: =#}: का मान समीकरण (6) म7 रखने पर �E: =#{}: यिद L tिमक ह ैतो tिमकG को िमलने 

वाला कुल भगुतान mP:1 M = N�}
: 1 M = #U � ` 

 इसी  कार पूंजी को  ा| होने वाला भगुतान भी िनधा3Lरत िकया जा सकता ह।ै 

 �P9 = #f#(X#EY =#QY f 

पूँजी का भगुतान /# = #QY f 

T# = f1 h 
अतः कुल भगुतान 

U1 h - #f1 h 

h(U - f) 
 

 

चूंिक (U - f) = 4अतः कुल भmूतान = Q 

जो िक कुल उ+पादन के समान ह।ै यिद दखेा जाय ेतो कॉब डगलस उ+पादन फलन िवतरण पर आयलर  मये क4 
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fयवहाLरकता को िसp करता ह।ै आयलर  मये के अनसुार संमाग उ+पादन फलन को हमेशा िनjन Cप म7 िलखा जा 
सकता ह।ै यिद Z = f (x y) 

तो   ! = #*1 JKJC - #%1 JKJB 

इसी  कार से कॉब डगलस उ+पादन फलन को भी fयr िकया जा सकता ह।ै  

h6 = z#(M, O) = #a#MNOc 

h6 = M1 �`�M - #O1
�`
�O# h = M1mP: - #O1mP9 = `6 

अतः कॉब डगलस उ+पादन फलन आयलर  मये को िसp करता ह।ै 
कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 सीमांत उ+पादकताये हमशेा धना+मक होती ह ैतथा सीमांत उ+पादकताओ ंम7 पLरवत3न 

क4 दर ऋणा+मक होती ह।ै  

h = #X#MN#Oc �`
�M =#N a#MN56Oc �`

�M = #
N `
M  

 

चूँिक U, h#तथा L तीनG धना+मक होते ह ैअतः 
|}
|: > e#होगा। इसी  कार  

|}
|9 > e होगा। 

यािन हमशेा ही mP: तथा mP9 का मान धना+मक होगा । 
JQ
JR #का पनुः अवकलन करन ेपर 

JHQ
JRH #= #��

(�56)�R�\HYk
RH = #��(�56)�R�YkRH     (L2 से गणुा करन ेपर) 

JHQ
JRH #= 

�(�56)
RH #h 

चूँिक e <N< 4, अतः (U L 4)#हमशेा ऋणा+मक होगा।  

इसिलये 
JHQ
JRH  का मान भी हमशेा ऋणा+मक होगा। 

इसी  कार 
JHQ
JYH#का मान भी सदवै ऋणा+मक होगा।  

 

14.5 कॉब डगलस उ*पादन फलन का िव5तार पथ  

कॉब डगलस उ+पादन फलन के समउ+पाद वqG तथा समलागत रेखाओ ंके !पश3 िब6दओु ंका िब6द ुपथ इस फलन का 
िव!तार पथ ह।ै यह िब6द ुपथ उस इ�तम ् उ+पादन के िब6दओु ं को  दिश3त करता ह ै िजसे दी हvयी 6यनूतम लागत 
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दशाओ ंपर  ा| िकया जा सकता ह।ै यािन यह उ+पादन के िविभ6न संतलुन िब6दओु ं को िविभ6न लागत उ+पादन 

दशाओ ंके अनCुप  दिश3त करता ह।ै इन िब6दओु ंपर समउ+पाद रेखाओ ंका ढाल समलागत रेखाओ ंके बराबर होता 
ह।ै अतः यह िसp जा सकता ह ै िक रेखीय Cप से समCप कॉब डगलस उ+पादन फलन का िव!तार पथ एक सीधी 
रेखा म7 होता ह।ै इस िव!तार पथ को िचF के माWयम से भी िनCिपत िकया जा सकता ह।ै 
 

 

     
      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

जहाँ �6, �+, �3समउ+पाद वq ह ̀तथा /6#/6� #, /+#/+� #, /3#/3� ## समलागत रेखाय7। िब6द ु�6�+तथा �3 पर 
सम उ+पाद वq एवं समलागत रेखाय7 एक दसूरे को !पश3 करती ह ̀तथा दोनG के ढाल इन िब6दओु ंपर समान ह।ै अतः 
OL रेखा कॉब डगलस उ+पादन फलन के िव!तार पथ को  दिश3त करती ह।̀ इस िव!तार पथ को गणतीय Cप से भी 
िकया जा सकता ह।ै 

समलागत रेखा / = �S - #�#T ���� 1 1 (�)# 
 इस रेखा का ढाल - 

�
� ##��������� 1 (�) 

W जहाँ tम क4 क4मत तथा � पुंजी क4 क4मत ह ैिज6ह7 ि!थर माना गया ह।ै समउ+पाद वq का ढाल 

�T
�S = #

�ER
�EY 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ( ) 
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समीकरण (7) तथा (8) से  

#�ER�EY =#
�
¡ #������������(4e) 

 

�ER = X#U#S�56Tj#तथा  �EY = X#f#S�Tj56# का मान (4) म7 रखने पर 
�
� =# #�#NR

N\IYk
�#jRNYk\I =#{c # 1 9:#                                             :

9 = j
N 1�� ������������(44) 

 

रेखीय Cप से समCप कॉब डगलस उ+पादन फलन हते ुU - f = 4 यािन f = 4 L U#का मान समीकरण 

(4) म7 रखने पर 
M
O =

4 L U
U 1�¡ ������������� 1 1 (4�) 

 

जो िक एक ि!थर रािश ह।ै अतः रेखीय Cप से समCप कॉब डगलस उ+पादन फलन का िव!तार पथ एक सीधी रेखा म7 
होग। इसी  कार यह भी सािबत िकया जा सकता ह ैिक इस फलन का िव!तार पथ एक सीधी रेखा म7 होग। चाह ेयह 

फलन रेखीय Cप से समCप हो या न हो।  

14.6  2ित5थापन कC लोच  

कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 उ+पादन के साधनG के मWय  ित!थापन क4 लोच िनjन सFू के �ारा fयr क4 जाती ह ै 

 ित!थापन#क4#लोच#(�¢) = # साधन#अनपुात(M£O)#म7#अनपुाितक#पLरवत3न

सीमांत# ित!थापन#क4#तकनीक4#दर#म7#आनपुाितक#पLरवत3न# 

�¢ =#
� ;TSA
;TSA

£ �(mopq:)�¤¥¦  

�¢ =#
� ;TSA
;TSA

# 1 (�¤¥¦)�(�¤¥¦) 

�¢ =#
� §�¨© ;TSAª

�_�¨©(�¤¥¦)]���������(4�) 
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चूँिक �¤¥¦ = mPMmPO =# #X#US
UL4Tf

X#fSUTfL4 =##78 # 1 OM 
 

MRTS का मान समीकरण (13) म7 रखन ेपर 

�¢ =#
� §�¨© ;TSAª

� «�¨© ¬#N8 #1 OM#­®
 

�¢ =#
;MOA 1 ~ ;OMA

¬8N 1 MO­ 1 ~ ¬N8 1 OM­
 

�¢ = 4 
 

अतःकॉब डगलस उ+पादन फलन क4  ित!थापन क4 लोच 1 होती ह।ै  

14.7 संशोिधत कॉब डगलस उ*पादन फलन 

 h = X#S�Tj  

जहाँ f = 4 L Uके अ6तग3त केवल ि!थर पैमाने  ितफल का अWययन हो सकता ह।ै जबिक अथ3शाV म7 

�ासमान तथा विृpमान फलG का अWययन भी िकया जाता ह।ै अतः यिद कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 U - f 

मान को एक से अिधक रखकर विृpमान  ितफलG को  ा| िकया जा सकता ह ैतथा U - f के मान को एक से कम 

रखकर �ासमान  ितफल को  ा| िकया जा सकता ह।ै 

यिद U - f = � तो अगर उ+पादन के साधनG को दगुना करने पर 

h6 = X#(�S)� #(�T)j  

h6 =#��lj #X#S�Tj  

h6 =#��ljh    चूंिक  U - f = � 

अतः h6 = #�h यािन उ+पादन म7 चार गनुा विृp होग। इसी  कार U - f  के मान को एक से अिधक या कम 

रखकर हर ि!थित के िलय ेसंशोिधत िकया जा सकता ह।ै 

यिद U - f = #L4 तो उ+पादन के साधनG को दगुना करन ेपर  

h6 =#��ljh 

h6 =#�56h 

h6 =#Q+ यािन उ+पादन म7 आधे गनुा ही विृp होगी। 

14.8 कॉब डगलस उ*पादन फलन एव ंपैमाने के 2ितफल  

पैमाने के  ितफल उ+पादन फलन क4 दीघ3 कालीन  विृत को  द3िशत करते ह।ै दीघ3काल म7 पैमान के सभी साधन 
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पLरवत3नशील होते ह।ै साधनG म7 होने वाल ेपLरवत3नG के कारण से पैमाने पर िमलने वाले  ितफलG म7 भी पLरवत3न 

आता ह ैतथा यह  ितफल बढ़ते हvय,े घटते हvय ेतथा ि!थर  कार के हो सकते ह।ै िज6ह7 समांगी उ+पादन फलन अनसुार 
िनjन  कार से समझाया जा सकता ह ै: 
(अ) पैमाने के वO=मान 2ितफल  

यिद उ+पिS के साधनG म7 एक िनिlत अनपुात म7 विृp क4 जाती ह ैपर6त ुइसके कारण से िमलने वाला  ितफल म7 
विृp अिधक अनपुात म7 हो जाती ह ैतो यह बढ़ते हvय ेया वp3मान  ितफल कहलायेग यािन  

उ+पादन#म7#अनपुाितक#विृp# > साधनG#क4#माFा#म7#अनपुाितक#विृp 
अतः यिद उ+पादन के साधनG म7 20  ितशत अनपुात से विृp क4 जाये तो उ+पादन म7 विृp 20  ितशत से अिधक हो 
जाती ह ैतो यह वp3मान  ितफल का उदाहरण होगा। िचF म7 OS रेखा पैमाने को िनCिपत करती ह ैतथा X1,X2, 

X3, X4 उ+पादन क4 qमशः 100, 200, 300, 400 ईकाई को िनCिपत करते ह।ै अतः !प� ह ैिक उ+पादन म7 समान 

विृp करन ेहते ुउ+पिS के साधनG म7 विृp का अनपुात कम होता जायेग तथा सम उ+पाद वqG के मWय दरूी िनरतंर 

घटती जायेगी। यािन X¯# > #¯°# > #°± जो िक वp3मान  ितफल को िनCिपत करता ह।ै यािन 

U - f# > 4 
- 

 

 

 

 

 

 

  

 
(ब) पैमाने का हासमान 2ितफल  

इसके अनसुार उ+पिS के साधनG को िजस अनपुात म7 बढाया जाता ह ैउसक4 तलुना म7 उ+पादन म7 विृp कम अनपुात 

म7 होती ह ैतथा –X1, X2, X3, तथा X4 समउ+पाद वqG के मWय दरूी िनरंतर बढती जाती ह।ै 
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X¯# < #¯°# < #°±  
इस उ+पादन  िqया म7 उ+पादन म7 समान विृp अथा3त 100 ईकाई के िलय ेबढ़ते हvय ेसाधनG क4 आव)यकता पड़ेग। 

यािन U - f < 4 िचF म7 OS रेखा पैमाने को िनCिपत करती ह ैतथा XI, X2, X3, X4 उ+पादन क4 qमशः 
100, 200, 300, 400 ईकाई को िनCिपत करते ह।ै अतः !प� ह ै िक उ+पादन म7 समान विृp करने हते ुउ+पिS के 

साधनG म7 विृp का अनपुात बढता जायेग तथा सम उ+पाद वqG के मWय दरूी िनरतंर बढती जायेगी। 
(स) पैमाने के ि5थर 2ितफल  

इस िनयम के अनसुार यिद उ+पिS के सम!त साधनG को एक िनिlत अनपुात म7 बढ़ाया जाय ेतो उ+पादन भी उसी 
िनिlत अनपुात म7 बढ़ता ह।ै सम उ+पाद वqG के मWय दरूी समान बनी रह7ग ेतथा उ+पादन म7  +येक 100 ईकाई क4 
विृp म7 उ+पिS के समान साधनG क4 आव)यकता होगी। 

यािन X¯# = #¯° = °± 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

िचF म7 OS रेखा पैमाने को िनCिपत करती ह ैतथा X1,X2, X3, X4 उ+पादन क4 qमशः 100, 200, 300, 400 

ईकाई को िनCिपत करते ह।ै अतः !प� ह ैिक उ+पादन म7 समान विृp करन ेहते ुउ+पिS के साधनG म7 विृp का अनपुात 

समान ही रहगे तथा सम उ+पाद वqG के मWय दरूी हमशेा समान रहगेी। इस दशा म7 U - f = 4 होग।  

14.9 कॉब डगलस उ*पादन फलन का उपयोग एवं dयवहाJरकता 

 कॉब डगलस उ+पादन फलन का अथ3शाV के अWययन म7 बड़7 मह+वपूण3 उपयोग ह ै िजससे इसक4 fयवहाLरकता 
िनधा3Lरत होती ह।ै यह उ+पादन फलन माF उ+पादन के िसpा6तG तक ही सीिमत नहu ह ैबिxक इसका  योग िवतरण 

एव ंिवकास के yेF एव ंिसpा6तG म7 भी िकया जा सकता ह।ै इस उ+पादन फलन के मह+वपणू3 उपयोग िनjन  कार से 

ह।ै कॉब डगलस उ+पादन फलन का  योग डगलस �ारा सीमांत उ+पादकता के िसpा6त को fयवहार म7 िसp करन ेके 

िलये िकया गया। कॉब डगलस उ+पादन फलन म7  +येक साधन को उसक4 सीमा6त उ+पादकता के बराबर यिद 

 ितफल िदया जाये तो  

tम#का#भाग# = #U#h 

!

पूंजी#का#भाग# = fh# = # (4 L #U)h 
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\यGिक U - f = 4 अतः इससे यह मह+वपणू3 िन_कष3 िनकालने म7 मदद िमलती ह ैिक िवतरण म7 tम तथा पूंजी 
क4 िह!सेदारी िकतनी होग।। 

यिद h = #a##M7O(4L#U)#म7 U का मान 
²
6� ह।ै तो कुल उ+पादन का 60  ितशत िह!सा tम को एवं 40 

 ितशत िह!सा पूंजी को  ा| होना चािहये। 

अतः U तथा f जहाँ उ+पादन क4 tम एवं पूंजी के सापेy लोच ह ैयह
R
Yअनपुात पर िनभ3र नहu करती ह।ै यह तय 

करती ह ैिक कुल उ+पादन के िवतरण म7 tम तथा पूंजी क4 िह!सेदारी िकतनी होग।े हम उपरोr उदाहरण म7 िकतनी भी 
पूंजी क4 माFा बढाते जाये उसका असर tम तथा पूंजी क4 िह!सेदारी पर नहu पड़ेगा।  

Ø कॉब डगलस उ+पादन फलन से आयलर  मये को िसp िकया जा सकता ह ैिजससे यह dात होता ह ैिक कुल 

उ+पादन को िकस  कार tम तथा पूंजी म7 िवभािजत िकया जा सकता ह।ै  

Ø आिथ3क िवकास क4  िqया म7 पूंजी िनमा3ण का मह+वपणू3 योगदान ह ैयह उ+पादन क4  िqया म7 साधनG के 

उ+पादन पर  भाव का मxूयांकन करता ह।ै इस उ+पादन फलन के िन_कष� को कृिष, िविनमा3ण, सेवा आिद 

yेFG म7 लाग ूिकया जा सकता ह ैएव ंउनका आिथ3क िवकास पर पड़ने वाले  भावG का अWययन िकया जा 
सकता ह।ै  

Ø अथ3शािVयG का एक बड़ा वग3 इस उ+पादन फलन को सीिमत उपयोग एवं कम fयवहाLरक वाला मानता ह ै

उनके अनसुार यह माF ि!थर पैमाने के  ितफल के अनCुप काय3 करता ह।ै  

Ø इसी तरह यह उ+पादन फलन जो िक मलूतया िविनमाण3 उ�ोगG के िलये बनाया गया था कृिष पर लाग ुनहu 
िकया जा सकता ह ै\यGिक गहन कृिष के अ6तग3त विृpमान  ितफल  ा| होते ह।ै य�िप भारत म7 कृिष yेF 

म7 िकये गय ेfयापक अWययन से  ो0 ए0 एम0 खसुरो ने यह  मािणत िकया िक भारतीय कृिष yेF म7 ि!थर 
पैमाने के  ितफल पाये जाते ह।ै 

Ø कॉब डगलस उ+पादन फलन का लौर के माWयम से Cपा6तरण कर यह लॉग रेखीय (loglinear) Cप म7  ा| 

होता ह।ै िजसके माWयम से इस Cप को अथ3िमित म7 िवशेषतौर पर रेखीय  ितmमन िव^ेषण क4 सहायता से 

fयापक तौर पर उपयोग म7 लाया जा सकता ह।ै इसके माWयम से उ+पादन का ऑकलन अिधक सरलता से 

बेहतर िकया जा सकता ह।ै इसे िनjन Cप म7 समझाया जा सकता ह।ै  
` = aM{O65{ 

दोनो ओर लॉग लेने पर 
�n` = �na - 7 �n M - (4 L 7)�n(O)���� 1 1 (4�) 

 समीकरण (14) म7 Q, A, L तथा K म7 समय के सापेy पLरवत3न का ऑकलन लगया जा सकता ह।ै 

चूंिक �(�n$) = �³
³  िजसे X म7  ितशत पLरवत3न के Cप म7 समझाया जा सकता ह।ै अतः समीकरण (14) को 

पनुः िनjन Cप म7 fयr िकया जा सकता ह।ै 
~`
` = ~a

a - 7~MM - (4 L 7) ~OO ���(4�) 
यािन Q म7  ितशत पLरवत3न = A म7  ितशत पLरवत3न + U (L म7  ितशत पLरवत3न ) + (4 L U)(K म7  ितशत 
पLरवत3न )  
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यह सFू अिधकांशतया संविृp के लेखाकन के िलये  योग िकया जाता ह।ै िजससे यह dात होता ह ै िक साधनG म7 
 ितशत पLरवत3न का  भाव कुल उ+पादकता पर िकतना  ितशत पड़ा ह।ै इसके अितLरr  ितगमन रेखाओ ं तथा 
 ितmमन समीकरणG से उ+पादन का पवूा3नमुान भी लगाया जा सकता ह।ै इसम7 कोई भी स6दहे नहu ह ैिक इस उ+पादन 

फलन म7 खािमयG के चलत ेइसके उपयोग तथा fयवहाLरकता पर एक  T िच6ह जCर कुछ अथ3शाVी लगते ह ैपर6त ु

इसके बावजदू इस उ+पादन फलन के िन_कष3 अ+यािधक मह+वपूण3 ह ै िजनका fयापक, fयवहाLरक एव ं मह+वपणू3 
उपयोग िकया जाता ह।ै  

14.10 कॉब डगलस उ*पादन फलन कC आलोचनाये  

इस उ+पादन फलन क4 आलोचना िनjन आधारG पर क4 गयी ह ै- 

कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 उ+पिS के माF दो साधनG पर चचा3 क4 गयी ह ैतथा संगठन एवं उ�िमता को िबxकुल 

नजर अ6दाज िकया गया ह।ै फलन म7 tम तथा पूंजी क4 उ+पादन yमता को िनिlत तथा ि!थर माना गया ह ैजो िक 

fयवहाLरकता से परे ह।ै मौिलक कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 माF ि!थर पैमाने के  ितफलG को ही शािमल िकया 
गया ह ैजबिक वा!तिवकता म7 पैमाने के हासमान तथा विृpमान  ितफल भी  ा| होते ह।ै 

 → यह फलन साधनG क4 !थानाप6नता क4 मा6यता पर आधाLरत ह ैतथा साधनG क4 परूकता को शािमल नहu करता 
ह।ै इस फलन म7 समय त+व क4 उपेyा क4 गयी ह ैजबिक आिथ3क चरG का िव^ेषण समय के सापेy िकया जाना 
मह+वपूण3 होता ह।ै अथ3शािVयG म7 इस उ+पादन फलन क4 fयवहाLरकता तथा काय3शीलता के बारे म7 आम राय नहu ह।ै 
कुछ के अनसुार यह एक फम3 के िलय ेही लाग ूहोता ह।ै जबिक कुछ के अनसुार यह फम� के समहू के िलये लाग ूहोता 
ह।ै tम क4  +येक इकाई को समान ही माना गया ह ैएव ंअकुशल tम, अp3कुशल tम तथा कुशल tम म7 अ6तर !प� 

नहu हो पाया ह।ै कॉब डगलस यह िसpा6तया !प� नहu कर पाये िक 7 तथा 8 \यG ि!थर रहते ह।ै  

14.11 सारांश  

कॉब डगलस �ारा इस उ+पादन फलन का िनधा3रण अमLेरक4 अथ3fयव!था का 1890 से 1922 के मWय अWययन करन े

के उपरांत िकया गया। इसम7 कोई सं6दहे नहu ह ैिक इस उ+पादन फलन म7 fयापक तथा गभंीर खािमयाँ ह ैएवं यह फलन 

कई अवा!तिवक तथा अfयवहाLरक मा6याताओ ं के आधार पर िनिम3त िकया गया ह ै जो िक आधिुनक उ+पादन 

 णाली को दखेते हvय ेसमिुचत नहu  तीत होती ह।ै पर6त ुकॉब डगलस �ारा इस उ+पादन फलन का अिव_कार कर 
अथ3शाV के अWययन म7 एक नया आयाम जोड़ा ह ै\यGिक यह उ+पादन फलन ने अथ3शाV के अWययन म7 नuव का 
काम िकया ह।ै चूंिक इसके बाद के सम!त मह+वपणू3 फलनG का िनमा3ण कहu न कहu कॉब डगलस उ+पादन फलन को 
Wयान म7 रखकर िकया गया ह।ै अतः कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 भिूमका अथ3शाV के अWययन म7 बड़ी ही 
मह+वपूण3 ह।ै  

14.12 शYदावली  

· 2ित5थापन लोच – सीमांत  ित!थापन क4 तकनीक4 दर म7 सापेिyक पLरवत3न होने के कारण से साधन 

अनपुात म7 िकतना सापेिyक पLरवत3न होता ह ै ित!थापन लोच के Cप म7 जाना जाता ह।ै जबिक उ+पादन का 
!तर समान रह7।  
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· समउ*पाद वZ - इस वq अनCप उ+पादन का !तर समान रहता ह।ै उसे समान उ+पाद वq भी कहते ह।ै यह 

समान उ+पादन का वह िब6द ुपथ ह ैिजस ेtम तथा पूंजी क4 िविभ6न माFाओ ंसे  ा| िकया जा सकता ह।ै  

· उ*पादन कC eम लोच – tम क4 माFा म7 अनपुाितक पLरवत3न से होने वाले उ+पादन म7 अनपुाितक 

पLरवत3न के अनपुात को उ+पादन क4 tम के सापेy लोच कहलाती ह।ै  

· उ*पादन कC पंूजी लोच – पूंजी क4 माFा म7 अनपुाितक पLरवत3न से होने वाले उ+पादन म7 अनपुाितक 

पLरवत3न के अनपुात को उ+पाद क4 पूंजी के सापेy लोच कहलाती ह।ै 

· गुणो_र माTय – दो रािशयG के मWय का गणुोSर माWय दोनG के गणुन फलG का वग3मलू होग तथा n रािशयG 

का गणुोSर माWय उन रािशयG के गणुनफल का n वाँ मलू होगा।  

· सीमांत 2ित5थापन कC तकनीकC दर - tम क4 एक इकाई के बदले पूंजी क4 िकसी इकाईयाँ  ित!थािपत 

क4 जा सकती ह ैजबिक उ+पादन क4 !तर समान बना रह7। 

mopq:9 = ´O
´M = #

mP:
mP9 

· समलागत रेखा – यह उ+पादन के साधनG के िविभ6न अनपुातG को  दिश3त करती ह ैिजसे कोई फम3 िदये 

गय ेबजट म7 से qय कर सकती ह ैइसे qय रेखा या क4मत रेखा भी कहते ह।ै C = wL + rK 

· सीमाDत उ*पादन – उ+पादन के साधनG म7 ईकाई पLरवत3न होने से कुल उ+पादन म7 िकतना पLरवत3न होता ह ै

यह सीमांत उ+पादन कहलाता ह।ै 

· औसत उ*पादन – कुल उ+पादन तथा साधनG के अनपुात को औसत उ+पादन कहते ह।ै  

· इ\तम ् उ*पादन – इसे उ+पादन करन े वाली फम3 का संतलुन िब6द ु भी कहते ह ै तथा इसका िनधा3रण 

समउ+पाद वq तथा समलागत रेखा के !पश3 िब6द ुके �ारा होता ह।ै 

· िव5तार पथ – 6यनूतम लागत उ+पादन के संयोग िब6दओु ंको िमलाने पर िव!तार पथ  ा| होता ह।ै  

· 2ितनमन िवशलेषण - आिtत तथा !वतंF चरG के मWय औसत सjब6ध को इस िवशलेषण से !थािपत 

िकया जाता ह।ै 

· 2ितगमन समीकरण -  ितगमन िव^ेषण म7 दो समीकरण !थािपत होते ह ैजसैे  थम समीकरण को X चर 

को !वतंF मान कर तथा Y को िनभ3र मान कर िनjन तरह से िलख सकते ह।ै Y=a + bX इसी  कार X=d 

+ bY  

14.13 लघु उ_रीय 2`  

1. कॉब डगलस उ+पादन फलन क4  ित!थापन लोच होती ह?ै  

2. कॉब डगलस उ+पादन फलन क4 साधन रहनता का िनधा3रण कौन सा अनपुात करता ह?ै  

3. कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 उ+पादन क4 tम के सापेy लोच \या होती ह?ै  

4. कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 उ+पादन के िकतने साधन िलये गये ह?ै  

5. रेखीय Cप से समCप उ+पादन फलन म7 साधनG को दmुना बढाने पर उ+पादन िकतने गनुा बढ़ जायेग?  



एम. ए. ई. सी. 504 अथ(शा+ म, गिणत के 5योग                                                                                                                                                उ9राख<ड मु? िवAिवBालय 

इकाई संFया 14. कॉबडगलस उGपादन फलन                                                                                                                                                                                       Page 335  

6. कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 उ+पादन क4 दyता का िनधा3रण कौन करता ह?ै  

7. रेखीय Cप से समCप कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 (x +B) का मान होता ह?ै  

8. कॉब डगलस उ+पादन फलन का िव!तार पथ कैसी रेखा म7  ा| होता ह?ै  

9. कॉब डगलस उ+पादन फलन के समउ+पाद वq का ढाल कैसा होता ह?ै  

10. विृpमान  ितफल के अ6त3mत कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 (x +B) का मान िकतना होग?  

11. �ास मान  ितफल के अ6तग3त कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 (x +B) का मान िकतना होगा?  

12. कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 उ+पादन क4 पूंजी के सापेy लोच \या होती ह।ै  
13. कॉब डगलस उ+पादन फलन को सव3 थम िकसने  !तािवत िकया?  

14. कॉब डगलस उ+पादन फलन को िकस अथ3 fयव!था के ऑकड़G के माWयम से !थािपत िकया गया?  

15. कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 tम तथा पूंजी के सापेy सीमांत उ+पादकता िकसके समानपुाती होती ह?ै  

16. कॉब डगलस उ+पादन फलन म7 कुल सीमांत उ+पादकता क4 नाप कौन करता ह?ै 

उSरमाला – 1. एक 2. 
{
c#3.1 4. दो 5. दगुना 6. A  7. एक 8. सीधी रेखा 9. ऋणा+मक 10. एक से अिधक 11. 

एक से कम 12. 8 13. केनेट िवकसैल 14. अमLेरका 15. औसत उ+पादन 16. A. 

14.14. दीघ= उ_रीय 2`  

1. कॉब डगलस उ+पादन फलन से \या समझते हो तथा इसक4 म�ुय मा6यताय7 बतात े हvय े मह+वपणू3 िवशेषताय7 
समझाईय7?  

2.  ित!थापन लोच को !प� करते हvय ेकॉब डगलस उ+पादन फलन क4  ित!थापन लोच िनधा3Lरत कLरय7?  

3. कॉब डगलस उ+पादन फलन का आलोचना+मक मxूयांकन करते हvय ेइसके सम उ+पाद वq के ढाल को ऋणा+मक 

िसp क4िजय7?  

4. िव!तार पथ से \या समझते ह ै कॉब डगलस उ+पादन फलन का िव!तार पथ एक सीधी रेखा म7 होता ह ै िसp 

क4िजये?  

5. संशोिधत कॉब डगलस उ+पादन फलन को समझाते हvय ेकॉब डगलस उ+पादन के मह+व को समझाय7? 
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इकाई 15 िgतीय चरण अतंर सAबDधी समीकरण 

(Second Order Difference Equation) 

15.1  !तावना  
15.2 उ')ेय  

15.3 अतंर समीकरण से ता+पय3  
15.4 अतंर समीकरण क4 कोिट एव ंचरण  

15.5  थम चरण अतंर समीकरण का समाधान  

15.6 ि�तीय चरण अतंर समीकरण का समाधान  

15.7 अतंर समीकरणG से सjबि6धत िविश� सम!याय7  
15.8 अतंर समीकरण के उपयोग एवं मह+व  

15.9 सारांश  

15.10 शPदावली  
15.11 लघ ुउSरीय  T  

15.12 दीघ3 उSरीय  T  

15.13 स6दभ3 U6थ सचूी 
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15.1 25तावना 

पवू3 क4 इकाई म7 कॉब डगलस उ+पादन फलन तथा इसक4 िविभ6न िवशेषताओ ंके fयापक अWययन से यह dात हvआ 

िक न िसफ3  इस उ+पादन फलन का कृिष, िविनमा3ण, िवतरण तथा िवकास के yेF म7 उपयोग ह ैअिपतु इस उ+पादन 

फलन का बड़ा ही मह+वपणू3 योगदान गिणतीय अथ3शाV को एक !वतंF िवषय के तौर पर िवकिसत होने म7 भी रहा ह।ै 
इस उ+पादन फलन के पlात ही कई मह+वपूण3 फलनG तथा उनक4 िवशेषताओ ंका उपयोग अथ3शाV के अWययन म7 
सिुनिlत हो पाया ह।ै गिणतीय अथ3शाV म7 कई मह+वपणू3 िविधयG- िविधयG का अWययन िकया जाता ह ै िजससे 
अथ3शाV के िविभ6न yेFG जसैे कृिष, उ�ोग, अ6तरा3_�ीय fयापार तथा आिथ3क िवकास के yेF म7  विृतयG एव ं

पवूा3नमुानG का अWययन िकया जाता ह।ै इन सभी िविधयG एव ं िविधयG म7 आिथ3क चरG क4 िवशेषताओ ंएवं इनके 

मWय !थािपत हो रह ेअ6तर सjब6धG का अWययन करना मह+वपणू3 हो जाता ह।ै आिथ3क चरG के मWय पर!पर अ6तर 
सjब6धG को dात करन ेतथा इन चरG के माWयम से मह+वपणू3 िन_कष� का िव^ेषण करन ेहतेु अनेको िविधयG का 
अWययन गिणतीय अथ3शाV म7 िकया जाता ह।ै " अ6तर सjब6धी समीकरण " का िवशलेषण भी उr स6दभ3 म7 िकया 
जाता ह।ै वत3मान ईकाई म7 हम ि�तीय चरण अतंर सjब6धी समीकरण का fयापक अWययन करेग7। 

15.2 उ8े9य 

 

ü अतंर सjब6धी समीकरण म7 अतंर से \या समझते ह?ै  

ü अतंर सjब6धी समीकरण (difference equation) एवं अवकलन समीकरण (differential equation) म7 
\या अ6तर ह।ै 

ü अतंर सjब6धी समीकरण \या ह ैतथा इसके चरण एवं कोिट (order) िकस  कार से िनधा3Lरत होती ह।ै 

ü अतंर सjब6धी समीकरणG क4 म�ुय िवशेषताय7 कौन-कौन सी ह ैतथा इन समीकरणG को िकस  कार से हल 

िकया जाता ह।ै  

ü अथ3शाV म7 अतंर सjब6धी समीकरणG के \या उपयोग ह।ै 

15.3 अतंर समीकरण से ता*पय=  

आधिुनक समय म7 अथ3शाV के अWययन म7 िविभ6न चरG जसैे आय, उपयोग, बचत, िनवशे, आयात तथा िनया3त 

आिद से सjबि6धत िविभ6न चरG का “काल आधाLरत” िव^ेषण िकया जाता ह।ै यिद के तौर पर वत3मान समय के 

उपभोग िपछल ेसमय अ6तराल क4 आय पर िनभ3र करता तथा इस सjब6ध को यिद mणीतीय समीकरण के Cप म7 
 !ततु िकया जाय ेतो 

°µ = #U#(%µ56) 

यािन t समय पर उपभोर (t-1) समय क4 आय पर िनभ3र करता ह ैजहाँ U एक ि!थराँक ह।ै अतः अतंर समीकरणG म7 दो 
अलग अलग समच अ6तरालG के चरG के मWय सjब6ध !थािपत िकया जाता ह।ै  
ए0 Zूरेस के अनसुार, “अतंर समीकरण वह समीकरण होती हe िजसम, आिfत चर समय पg aवतVR चर पर 

िनभ(र करता है।” सामा6यतया अतंर समीकरण को िनjन Cप म7 fयr िकया जा सकता ह।ै  

¶_·¸, ·¸56, ·¸5+ L LLLL, ·¸5t, ¹] = e�����(4) 
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जहाँ F फलन ह ैतथा ºµ#आिtत चर ह ैजो िक 't' पर आधाLरत ह ैएव ंसमय ‘t' एक !वतंF चर ह।ै अतंर समीकरणG 
के िव^ेषण के िलये पl िqया आपरेटर या लॉग आपरेटर का उपयोग िकया जा सकता ह।ै 

जहाँ »¸ = M(·¸) 

»¸ = ·¸56 

 अत: ·¸56को Sºµ# िलखा जा सकता ह।ै इसी  कार आपरेटर के Cप म7 समीकरण को िनjन Cप म7 fयr िकया 
जा सकता ह।ै 

¶b·¸, M·¸,M+·¸, M3·¸, L L L L L L LL LL, Mt·¸, ¹d = e����(�) 

अतंर समीकरण को इस Cप म7 भी िलख जा सकता ह।ै 

¶b·¸,·¸l6, ·¸l+, L L L L L L LL LL L, ·¸lF, ¹d = e���� 1 (�) 

इसको अU िqया आपरेटर के Cप म7 fयr करन ेपर 

¼_ºµ , ½ºµ , ½+ºµ , ½3ºµ , L L L L L L LL, ½Dºµ , ¾] = e����(�) 
अतंर समीकरणG के माWयम से िविभ6न चरG म7 समय आधाLरत fयवहार या  विृत आसानी से dात क4 जा सकती ह।ै 
अथ3शाV म7 इसका कई मह+वपणू3 yेFG म7 उपयोग िकया जाता ह ैजसैे +वरण िसpा6त म7, 

¿¸ = 8(À¸ L À¸56) 

जहाँ ¿¸, ¹ समय पर िनवशे ह।ै À¸##¹#समय पर उपभोग ह ैएवं À¸56, ¹ L 4# समय पर उपभोग ह।ै  
य�िप अथ3शाV के िविभ6न चर समय के अनसुार बदलते रहते ह ै तथा चरG के ितमान िव^ेषण हते ु गिणत के 

िसpा6तG का  योग िकया जाता ह।ै यहाँ पर यह बहvत मह+वपणू3 ह ै\यGिक जब समय को एक चर क4 भाँित उपयोग म7 
लाया जाता ह ैतो गिणतीय िसpा6तG का उपयोग समय क4  विृत के अनसुार ही होता ह।ै यिद समय को िनर6तर चर 
(Continons Variable) माना जाय ेतो िजन समीकरणG के माWयम से !वतंF एव ंआिtत चरG म7 सjब6ध !थािपत 

िकया जाता ह ैउनका िव^ेषण अवकलन समीकरणG (Differential Equations) के माWयम िकया जाता ह।ै यिद 

समय को खिंडत चर के Cप म7 िलया जाता ह ैयािन चरG को िविभ6न समया6तराल पर मापा जाये तो !वतंF तथा 
आिtत चरG के मWय !थािपत सjब6धG का िव^ेषण अतंर समीकरणG (Differential Equations) के माWयम से 

िकया जाता ह।ै जसैे आप, उपभोग या बचत सjबि6धत आकड़G को  ितमाह, ितमाही या सालाना आधार पर एकिFत 

िकया जाये तो समय खिंडत (Discrete) चर होग। उदाहरण हते ुजसैे सैjयलुसन के fयापार चq िव^ेषण म7 वत3मान 

समय क4 आय पवू3 के दो समया6तराल पर िनभ3र करती ह ैतथा यह fयापार चq िव^ेषण गणुन +वरक अ6तिqया पर 
आधाLरत ह।ै 

·¸ = À¸ - ¿¸ - Á¸�����(�) 

·¸ =#रा_�ीय आय, ¿¸ =#िनवशे, Á¸ =#सरकारी िनवशे 

°µ = #U#ºµ56���� 1 1 (�) 

U = सीमांत उपभोर क4  विृत। 

¿¸ = 8(À¸ L À¸56)�����(�) 

8 = +वरक 

(6) का मान (5) म7 रखने पर  
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·¸ = #7#8#·¸56#Â #7#8#·¸5+������ 1 1 (�) 

समी0 (8) का मान तथा#Á¸ = 4 का मान समी0 (5) म7 रखने पर  

·¸ = 4 - 7(4 - 8)·¸56 L 78·¸5+������� 1 ( ) 
यह अतंर समीकरण का ऐसा उदाहरण ह ैजो अथ3शाV म7 बड़ा ही मह+व रखता ह।ै  

15.4 अतंर समीकरण कC कोिट (Degree) एव ंचरण (Order)  

अतंर समीकरणG क4 कोिट तथा चरण के आधार पर िव^ेषण िकया जाता ह ैजहाँ तक कोिट का  T ह ैइसके स6दभ3 
म7 उ+पादन फलनG के अ6तग3त अWययन िकया गया ह।ै िकसी भी समीकरण क4 कोिट से ता+पय3 समीकरण चर रािश 

क4 उ¨चतम ्घात से ह ैजसैे  

·+̧ #- #·¸ #- 4 = e समीकरण क4 कोिट दो ह।ै 

 ·3̧ #- #·¸ #- �# = eसमीकरण क4 कोिट तीन ह।ै 
वही दसूरी ओर अतंर समीकरण का चरण चरG के मWय समय पlता (Time Lag) पर िनभ3र करता ह ै यिद 

समया6तरालG के मWय एक चरण का अतंर ह ैतो समीकरण  थम चरण क4 होरी एव ंयिद समया6तरालG के मWय दो 
चरण का अतंर ह ैतो समीरकण ि�तीय चरण क4 होग। िकसी भी समीकरण का चरण अिधकतम तथा 6यनूतम ्समय 

आधाLरत चरG के अ6तराल से िनधा3Lरत होती ह।ै जसैे िकसी समीकरण म7 अिधकतम समय अ6तराल पर चर 

·¸lFतथा 6यनूतम चर ·¸l6ह ैतो समीरकण का चरण (¾# - #i)#Â#(¾# - #4) #= # (i L 4) होगा। 
उदाहरण के तौर पर िविभ6न चरणG के समीकरणे को िनjन Cप म7 fयr िकया जा सकता ह ै

�ºµ56 #- #ºµ = � ( थम चरण)  

�ºµl3 -#ºµl+ #- #ºµ #= � (ि�तीय चरण) 

�ºµl3 - �ºµl+ L �ºµl6 L �ºµ = � (ततृीय चरण)  

यहाँ पर चरG के समया6तरालG म7 अिधकतम अतंर से ही चरण िनधा3Lरत होता ह ैn चरण क4 समीकरण को िनjन Cप म7 
fयr िकया जा सकता ह।ै 

 Ã�·¸lF - Ã6·¸lF56 - Ã+·¸lF5+l LLL L- ÃF·¸ = "(¾) �� (4e) 
यिद f (t,y) एक फलन ह ैजो िक सम!त धना+मक सं�याओ ं(Positive Integers) तथा सभी वा!तिवक सं�याओ ं

(Real Number) हते ुfयr िकया गया ह ैतो  थम चरण समीकरण को िनjन Cप म7 भी fयr िकया जा सकता ह ै

·¸ = z(¹, ·¸56), ¹ L 4,�,������� 1 1 (44) 

कुछ िव�ान अतंर समीकरण उसे मानते ह ैजहाँ अतंर Äºµ = ºµ L ºµ56को ¾ तथा ºµ56का फलन माना 

जाय ेयािन Äºµ = "(¾, ºµ56)#पर6त ुºµ = "(¾, ºµ56) -#ºµ56������ 1 (4�) 

समीकरण (7) तथा (8) के मWय अिधक अतंर नहu ह।̀ अतः हम समीकरण (7) को ही अतंर समीकरण के Cप म7 ही 
िनCिपत कर7 | इसी  कार ि�तीय चरण क4 समीकरण को भी िनCिपत िकया जा सकता ह।ै 

·¸l+ = zZ¹, ·¸,·¸l6^, ¾ = e,4, ���� 1 1 (4�) 

n चरण क4 समीकरण को िनjन CपG म7 fयr कर सकते ह।ै 
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Ã�(¹)·¸lF - Ã6(¹)·¸lF56 -L LLLL L L- Ã¸(¹)·¸ =a(¹)��� (4�) 

या Ã�(¹)ÅF·¸ - Ã6(¹)ÅF56·¸ - LLLL LLL- ÃF(¹)·¸ =a(¹)��� 1 1 (4�) 
या 

_Ã�(¹)ÅF - Ã6(¹)ÅF56 -LLL LLLL - ÃF(¹)]·¸ =a(¹)��� 1 (4�) 

जहाँ Ã�(¹), Ã6(¹), Ã+(¹), L L L, ÃF(¹) Æ e#िनरपेy ि!थरॉक ह ै या t के फलन ह ै इसी  कार 
A(t), t का फलन ह।ै समीकरण (16) को िनjन Cप म7 िलखा जा सकता ह।ै  

¶#(Å)·¸ ##= ## a¸������(4�) 

जहाँ ¶#(Å) = # Ã�(¹)ÅF -#Ã6#(¹)ÅF56 #��-#ÃF(¹)��� 1 1 (4�) 

तथा F(E) = 0, समीरकण (17) क4 सहायक समीकरण ह ै िजसका समाधान परूक समाधान कहलाता ह।ै यिद 

Ã�(¹), Ã6(¹), Ã+(¹), L L L, ÃF(¹) िनरपेy ि!थरांक तथा वह t से !वतंF तो उपरोr समीकरण रेखीय 

अतंर समीकरण n चरण क4 कहलायेगी तथा अतंर समीकरण जो िक (14), (15),(16) के Cप क4 ह।ै वह गरै रेखीय 

अतंर समीकरण कहलायेगे।  
यिद A(t) = 0, तो समीकरण (17) से  

¶#(Å)·¸ ##= e�����(4 ) 

यह समीकरण समांगी रेखीय अतंर समीकरण कहलायेगे एव ंयिद A(t) Æ 0 तो समीकरण (14), (15), (16) तथा 
(17) गरै समांगी समीकरण कहलायेगी । 

15.5 2थम चरण अतंर समीकरण का समाधान 

यिद समीकरण  

·¸ = Ã·¸56 - #Ç������(�e) 
समीकरण का समाधान दो चरणG म7  ा| िकया जाता ह ैिजस ेसामा6य समाधान (General Solution) कहते ह।ै यह 

समाधान िविश� समाधान (Particuler Solution) तथा परूक समाधान (Complementary Solution) का योग 

होता ह।ै  
अतंर समीकरण के समाधान क4  मये के अनसुार  थम चरण अतंर गरै समांगी समीकरण  ा| करने हते ुसमांगी भार 
का परूक समाधान  ा| िकया जाता ह ैतथा गरै समांगी भार हते ुिविश� समाधान  ा| िकया जाता ह।ै िविश� समाधान 

सामा6य समाधान को िविश� कािलक मxूय  दान कर dात िकया जाता ह।ै  
िविश� समाधान हतेु समीकरण (10) म7  

·¸ = ·¸56 = ·È#रखने पर  

·È = Ã·È - #Ç���� (�4) 

·È = Ç
4 L Ã 
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परूक समाधान क4  ाि| हते ुसमीकरण (10) म7 ि!थरांक b को हटाने पर 

·¸ = Ã·¸56�����(��) 

इस समीकरण म7 ·¸ = aw¸# ित!थािपत करन ेपर aw¸ = Ã#aw¸56, a यहाँ !व¨छ6द ि!थराकं ह।ै  
अतः m=a होग। इसिलये परूक समाधान 

y¸ = a(Ã)¸����� 1 1 (��) 
चूंिक सामा6य समाधान = परूक समाधान + िविश© समाधान  

ºµ = a(Ã)¸ - Ç
4 L Ã������(��) 

 

यिद हम t का मान श6ूय समीकरण (24) म7  ित!थािपत करे तो 

º� = a(Ã)� - É
65Ê##तो a = #·� L É

65Ê##का मान समीकरण (24) म7  ित!थािपत करने पर 

ºµ = Ã¸ ¬·� L Ç
4 L Ã­ -

Ç
4 L Ã��� 1 1 (��) 

या ·¸ = Ã¸·� - ÉZ65ÊË^
65Ê ##यिद ' Æ 4 

·¸ = ·� - Ç यिद ' = 4 

उदाहरण 1,  

»¸ = �»¸ L �#को हल क4िजये। यिद »� = � 

हल, 

»¸ = �»¸ L � esa $µ = $µ56 = $È  ित!थािपत करन ेपर 

»È = �»È&8 

»È = � यह िविश© समाधान ह।ै परूक समाधान हतेु हम7 समीकरण 

»¸ = �»¸ L �#से ि!थर रािश 8 हटाने पर »¸ = �»¸#म7 »¸ = aw¸#रखने पर 

aw¸ = �aw¸56  यहाँ m =2  

अतः परूक समाधान »¸ = a#�¸ 
चुंिक सामा6य समाधान = परूक समाधान + िविश© समाधान 

$µ = X�µ - #������� 1 1 (��) 

चूंिक »� = �#ह ै 

अतः t= 0 एवं »� = �#समीकरण (26) म7  ित!थिपत करन ेपर 

� = X#�µ## - #� 
 

� = X# - #�, X = #L� 
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को पनुः (26) म7  ित!थािपत करने पर   

$µ = �µ(L�) - #�# 
 

15.6 िgतीय चरण अतंर समीकरण का समाधान (समांगी समीकरण) 

यिद िनjन समांगी समीकरण को िलया जाये 

·¸l+ - Ã»¸l6 - Ç»¸ = e��� 1 (��) 

 परूक समाधान हते ुसमीकरण (17)  ·¸ = aw¸, ·¸l6 = aw¸l6#एवं ·¸l+ = aw¸l+#रखन ेपर 
(यहाँ पर परूक समाधान ही सामा6य समाधान होग) 

aw¸l+ - Ãaw¸l6 - Çaw¸ = e����(��) 

समीकरण (18) को X0µ  से भार दनेे पर 

w+ - Ãw - Ç = e������� 1 (� ) 
इस समीकरण के समाधान क4 िनjन तीन दशाये होग।े 

→  थम, इस समीकरण म7 यिद m के दो मान m तथा my आये तो सामा6य समाधान 

 ·¸ = Àw6̧ - Ì#w+̧#जहाँ w6 = L 6
+ Ã - ÍÊ

H
Î L Ç##तथा w+ = L 6

+ Ã L ÍÊ
H
Î L Ç# 

यह तभी होगा जबिक 
ÊH
Î L Ç > e 

→ ि�तीय, इस समीकरण म7 0 = 06 = 0+#का एक ही मान आय े एव ं यह तभी संभव होग जबिक 

ÊH
Î L Ç = e#इस दशा म7 परूक समाधान ·¸ = (À - Ì¹)w¸ 
→ ततृीय, इस समीकरण के हल हतेु m का कोई वा!तिवक हल न आये तथा यह तभी संभव होग जबिक 

ÊH
Î L Ç < e 

इस दशा म7 सामा6य समाधान ºµ = °¡µ(Ï¾ - Ð), ¡ = Ñ., #######�¨Ò Ï = L Ó
Z+ÑÔ^ 

·¸ = ÀÕ¸ �¨Ò(Ö¹ - ×) 
 गरै समांगी समीकरण हते ुअतंर समीकरण का समाधान सव3 थम िनjन असमांगी समीकरण को िलया जाय7  

·¸l+ - ·¸l6 - Ç·¸ = Õ¸���� 1 1 (�e) 
इस समीकरण क4 समांगी करण िनjन होगी 

·¸l+ - ·¸l6 - Ç·¸ = e�����(�4) 
इस समीकरण हतेु परूक समाधान िपछल ेउदाहरण क4 भाँित dात िकया जायेग। इस दशा म7 सामा6य समाधान 

 ·¸ =#परूक समाधान (Y) + िविश� समाधान (Y*)  

·¸ = Àw6̧ - Ìw+̧ - ·È 

यिद ¡µ = ¡  तो समीकरण (30) िनjन  कार होगी  
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·¸l+ - ·¸l6 - Ç·¸ = Õ������(��) 
िविश� समाधान हतेु 

·¸l+ = ·¸l6 = ·¸ = ·È# 
·È - Ã·È - Ç·È = Õ 

·È(4 - Ã - Ç) = Õ 

·È = Õ
4 - Ã - Ç 

पर6त ुयह तभी सjभव होग जबिक 4 - ' - . Æ e  

यिद  4 - ' - . Æ e#तो कोई भी ि!थर फलन समीकरण (32) को सत�ु नहu कर पायेगा।  

समीकरण ·¸l+ - Ã·¸l6 - Ç·¸ = Õ¸#म7 Õ¸ को सामा6यतया िनjन Cप म7 िलखा जा सकता ह।ै 

 'µ  बहvघातीय समीकरण, �¨Ò(.¾)#, ÒØn(.¾)# 
इस ि!थित म7 अिनिlत गणुांक िविध �ारा हल करेग7। (Method of Undetermined Coefficients) अतःÕ¸#के 

िविभ6न CपG संभािवत या अनमुािनत समाधान को समीकरण म7  ित!थािपत कर िविश� समाधान dात िकया जा 
सकता ह।ै 
qम सं�या  Õ¸ के Cप संभािवत समाधान 

1 'µ  /'µ 
2 बहvघातीय समीकरण n कोिट म7 (/�¾D - /6¾D56 -LL LL-/D) 

3 'µ  P(t), जहाँ P(t) बहvघातीय समीकरण n 

कोिट म7  
'µ #(/�¾D - /6¾D56 - L LL- /D) 

4 ÒØn(.¾) या �¨Ò(.¾) /6 �¨Ò(.¾) - /+ ÒØn(.¾) 
5  'µ ÒØn(.¾) या �¨Ò(.¾) 'µ_/6 �¨Ò(.¾) - /+ ÒØn(.¾)] 
 

उदाहरण –6, ·¸ = ·¸56 - ·¸5+ - 44##का सामा6य समाधान dात कLरय7 ? यिद ·� = �, ·6 = �  

हल- सव3 थम समीकरण के माWयम से िविश© समाधान िनकाला जायेगा।  

यािन ·¸ = ·¸56 = ·¸5+ = ·È#को समीकरण म7  ित!थािपत करन ेपर 

�·¸ = ·¸56 - ·¸5+ - 44���� 1 (��) 

�·È = ·È - ·È - 44 
·È = 44

�  

परूक समाधान क4  ाि| हते ुसमीकरण (33) से ि!थर रािश 11 को हटाने पर 

�·¸ = ·¸56 - ·¸5+����� 1 (��) 

समीकरण (31) म7 ·¸ = aw¸# ित!थािपत करन ेपर 
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 �aw¸ = aw¸56 - aw¸5+  
उपरोr को aw¸5+से िवभािजत करन ेपर 

#�0�# = #0 - 4!
�0�#Â0 L 4 = #e!

उr के गणुन खडं करन ेपर  

(�0 L 4)(�0 - 4) = e!
यािन 0# = #4£� या 0# = #L4£� 

अतः परूक समाधान ·¸ = À;6+A
¸ - Ì;L 6

3A
¸
 

चूंिक सामा6य समाधान = परूक समाधान + िविश© समाधान 

·¸ = À¬4�­
¸
- Ì¬L4�­

¸
- 44� ���� 1 1 (��) 

चूंिक समीकरण (25) म7 दो !व¨छ6द ि!थरांक ह।ै  

अतः इसम7 पहले º� #= #� तथा#¾ = #e एव ंº6 #= #� तथा ¾# = #4  ित!थािपत करने पर 

 �# = #°# - #±# - #66Î  यािन °# - #±# = #� L 66
Î =# ÙÎ# 

 

°# - #±#  ������ 1 1 (��) 

� = À ¬4�­ - Ì ¬L
4
�­ -

44
�  

À
� L

Ì
� = � L 44� = 4�

�  

3C – 2D�° L �± = # 6�+Î ������� 1 (��) 
 

समीकरण (27) तथा (26) से °# = #�#±# = #56ÚÎ दोनG का मान समीकरण (35) म7 रखने पर 

·¸ = �;6+A
¸ L#6ÚÎ ;L 6

3A
¸ -#66Î #####उSर 

15.7 अतंर समीकरणS से सAबिDधत िविश\ सम5यायE 

 कभी-कभी सामा6य तरीकG से समीकरणG को हल नहu िकया जा सकता ह।ै जसैे  
उदाहरण 3, 

�·¸ L ·¸56 L �·¸5+ = 4�#को$� = #�, $6 #= #e1� क4 सहायता से हल क4िजय7? 

हल 



एम. ए. ई. सी. 504 अथ(शा+ म, गिणत के 5योग                                                                                                                                                उ9राख<ड मु? िवAिवBालय 

इकाई संFया 15. ि^तीय चरण अतंर सUबVधी समीकरण                                                                                                                                                                       Page 345  

�·¸ L ·¸56 L �·¸5+ = 4������ 1 1 (��) 

·¸ = ·¸56 = ·¸5+ = ·È# ित!थािपत करन ेपर 

�·È L ·È L �·È = 4�# 
e = #4�  यह सjभव नहu ह।ै  

 अतः ·¸ = ·È¹ समीकरण (38) म7  ित!थािपत करन ेपर 

�ºÈ¾ L ºÈ(¾ L 4) L ºÈ(¾ L �) = 4�] 
�·È¹ L ·È¹ - ·È L �·È¹ - �·È = 4�] ·È = � 
�·¸ L ·¸56 L �·¸5+ = e������(� ) 

समीकरण (26) ·¸ = aw¸, ·¸56 = aw¸56#तथा ·¸5+ = aw¸5+  ित!थािपत करन े पर 

�aw¸ L aw¸56 L �aw¸5+ = e 

 उपरोr को aw¸5+#से िवभािजत करन ेपर �0�#Â #0#Â #�# = #e 

उपरोr के गणुनखªंड करन ेपर (�0 - �)(0 L 4) = e 

0# = #L�£� तथा 0 = 4# 
अतः परूक समाधान ·¸ = À;L 3

ÎA
¸ - Ì(4)¸#सामा6य समाधान ºµ = º - ºÈ# 

· = À ¬L��­
¸
- Ì(4)¸ - ������(�e) 

समीकरण (27) म7º� #= #�, ¾# = #e एव ंº6 #= e1�# तथा ¾# = #4## ित!थािपत करन े पर िनjन दो 
समीकरण  ा| होती ह।ै 

° - #±# = #e  तथा L�°# - #�±# = #L�  

दोनG समीकरणG को हल करन ेपर °# = #�£� एवं ±# = #L�£�  

C तथा D का मान समीकरण (27) म7  ित!थािपत करन ेपर 

 ·¸ = ²
Û ;L 3

ÎA
¸ L ²

Û (4)¸ - � 

उपरोr उदाहरण क4 भाँित यिद अतंर समीकरण म7 दायी ओर क4 रािश ि!थर न होकर समय का फलन हो तो सामा6य 

तरीके से इस अतंर समीकरण का हल नहu िनकाला जा सकता ह ैइसको िनjन उदाहरण के माWयम से समझाया जा 
सकता ह।ै  

उदाहरण 4, ·¸l+ L ·¸l6 - ·¸ = �¹ L ���� (�4) 

उपरोr समीकरण का सामा6य हल dात क4िजय7 ? 

हल – इस समीकरण को पहले समांगी समीकरण म7 बदल कर परूक समाधान dात िकया जायेगा। 

 ·¸l+ L ·¸l6 - ·¸ = e# 
उपरोr समीकरण म7 ·¸ = aw¸, ·¸l6 = aw¸l6#तथा ·¸l+ = aw¸l+रखने पर aw¸l+ L
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�aw¸l6 - �aw¸ = e#को aw¸#से िवभािजत करने पर िनjन सहायक समीकरण  ा| होती ह ै

0+ #L #�0# - #�# = #e���� 1 1 (��)!
उपरोr के गणुनखंड करन ेपर m = 2 तथा m = 3  ा| होते ह।ै  
अतः परूक समाधान 

 · = À(�)¸ - Ì(�)¸���� 1 1 (��) 

समीकरण (29) का दायी ओर का भाग यह अनमुान लगाया जा सकता ह ैिक िविश� समाधान ·Ȩ̀ = Ã¹ - Ç के 

 कार का हो सकता ह।ै अतः अdात गणुांक dात करन ेक4 िविध a तथा b के मान dात करन ेहतेु उपयोग म7 लायी जा 

सकती ह।ै समीकरण (29) म7 ·Ȩ̀ = Ã¹ - Ç = ·¸ 
·¸l6 = ·¸l6È = Ã(¹ - 4) - #Ç, ·¸l+È = Ã(¹ - �) - Ç = ·¸ - �  ित!थािपत करन े

पर  

'(¾ - �) - . L �_'(¾ - 4) - .] - �('¾ - .) #= #�¾#Â #�!
�'¾#Â #�'# - #�.# = #�¾#Â #�#!

t के गणुांक क4 तथा ि!थर रािश क4 उपरोr समीकरण म7 तलुना करने पर  

�' = #�#यािन '# = #4#तथा L�' - �.# = #L�, .# = #e  

अतः िविश� समाधान ·Ȩ̀ = Ã¹ - Ç म7 ' तथा Ç#  ित!थािपत करन े पर ·Ȩ̀ = ¹ अतः सामा6य 

·¸ = À(�)¸ - Ì(�)¸ - ¹  िजस े t के िविभ6न िदये मानG तथा º�, º6, L L L L L L LL
LL आिद के आधार पर ° तथा#± के िलये हल िकया जा सकता ह।ै  

उदाहरण 5 :- ºµl+ L �ºµl6 - �ºµ = �µ - ¾+ - �#को हल क4िजय7 ? 

हल – 

इस समीकरण क4 समांगी समीकरण िनjन होगी0+ L #�0 - � = #e  तथा इसके िलये#0 = � तथा 

0 = �  

अतः परूक समाधान = À�¸ - Ì�¸ 
·¸l+ L �·¸ - �·¸ = �¸ - ¹+ - ������ 1 (��) 

 का िविश© समाधान िनjन Cप का हो सकता ह।ै 

·¸ = ·Ȩ̀ = Å�¸ - ¶¹+ - Á¹ - Ü  

·¸l6È = Å·¸l6 - ¶(¹ - 4)+ - Á(¹ - 4) - Ü  

·¸l+ = ·¸l+È = Å�¸l+ - ¶(¹ - �)+ - ¶(¹ - �) - Ü  
उपरोr तीनG के मान समीकरण (44) म7 रखने पर 

Å�¸l+ - ¶(¹ - �)+ - Á(¹ - �) - Ü
L �_Å�¸l6 - ¶(Ì - 4)+ - Á(¹ - 4) - ¶]
- �_Å�¸ - ¶¹+ - Á¹ - Ü] = �¸ - ¹+ - � 

उपरोr को हल करन ेपर �Å�¸ - �¶¹+ - (L�¶ - �Á)¹ - (L¶ L �Á - �Ü) = �¸ -
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¹+ - � 

 दोनG ओर �¸] t2
, t तथा ि!थर रािश के गणुाकंो क4 तलुना करने पर 

#Å# = #4£�#, ¶# = #y#, Á = �£� तथा Ü# = #�  

अतः िविश� समाधान = 
6
+ �µ - 6

+ ¾+ - 3
+ ¾ - � 

एव ंसामा6य समाधान = À�¸ - Ì�¸ - 6
+ �¸ - 6

+ ¹+ - 3
+ ¹ - � 

 

15.8 अतंर समीकरणS के मह*व तथा उपयोग 

अतंर समीकरणG क4 भिूमका िवशषे तौर पर अथ3fयव!था म7 गितशील स6तलुन का िव^ेषण करन े म7 बड़ी ही 
मह+वपूण3 ह ैचूंिक अथ3fयव!था म7 सभी चर गितशील  कृित के होते ह ैतथा !थैितक स6तलुन माF साjय पर चरG के 

मान के सjब6ध म7 ही जानकारी  दान करता ह।ै जबिक गितशील िव^ेषण से यह dात होता ह ैिक परेू अथ3तंF का 
fयवहार कैसा ह।ै जसैे क4मत तंF म7 उतार चढाव क4 fयव!था इसी  कार Pयाज दर, िविनयम दर, िनवशे दर आिद 

सभी मह+वपणू3 समि� आिथ3क चरG म7 उतार चढाव क4 fयव!था तथा िकस  कार यह चर संतलुन क4 ओर  ेLरत होते 
ह।ै इन सभी क4 fयव!था का िव^ेषण अतंर समीकरणG के माWयम से ही सjभव हो पाता ह।ै अतः इन समीकरणG के 
अनेको मह+व ह ैतथा अथ3शाV के िव^ेषण म7 यह अ+यािधक उपयोगी ह ैसमीकरणG के िनjन मह+वपूण3 उपयोग ह।ै 

→ गितशील संतलुन के िव^ेषण म7 इनक4 म�ुय भिूमका रहती ह।ै  

→ िविभ6न चरG का समय आधाLरत तय िकया गया पथ (Time Path) \या होग। इसका िव^ेषण इन समीकरणG के 

माWयम से िकया जाता ह।ै  

→ चरG के  +यािशत मxूयG का ऑकलन तथा इनके माWयम से भावी मानG का पवूा3नमुान लगया जा सकता ह।ै  

→ आिथ3क साjय क4 ि!थरता, अि!थरता तथा !थािय+व क4 िववचेना क4 जाती ह।ै  

→ आिथ3क संविृp के मॉडल जसैे सोलो, हरैाड-डोमर तथा अनेक मह+वपूण3 आिथ3क माडल जसैे काब बैब मॉडल, 

गणुक +वरक आिद िसpा6त इ6ही समीकरणG पर आधाLरत ह।̀ िज6ह7 िनjन  कार से समझाया जा सकता ह।ै  

मकड़ जाल िसOाDत  

इस िसpा6त के माWयम से कृिष मxूयG के उतार-चढाव का िव^ेषण िकया जाता ह ै यह िसpा6त समय अ6तराल 

(Time Lag) क4 धारणा पर आधाLरत ह ैइसके अनसुार पिूत3 क4 माFा िपछले समय क4 क4मत पर ही िनभ3र ह।ै  

q¸ = q(P̧56)]      Ì¸ = Ì(P̧ ) 
चूंिक संतलुन पर Ì¸ = q¸ जहाँ Ì¸ = 7P̧ - Ã तथा q¸ = 8P̧56 - Ç  (7 माँग वq तथा 8 

आपिूत3 वq का ढाल ह।ै) 

    7P̧ - Ã = 8P̧56 - Ç]   P̧ = c
{ P̧56 - É5Ê

{  

यिद 
c
{ ¾ A तथा 

É5Ê
{  = B तो P̧ = aP̧56 - Ý  

उपरोr समीकरण  थम चरण अतंर समीकरण ह ैिजसका 
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P̧ = a¸ «P� L Ý
4 L a® -

Ý
4 L a 

इस दशा म7 तीन ि!थितयाँ होगी। 

→ यिद a का मान L4 < a < 4 के मWय होग तो क4मत तंF म7 उतार चढाव साjय मxूय क4 ओर होते 

जायग7 यािन के6zािभमखु मकड़ जाल होगा। आपिूत3 वq का ढाल ÞfÞ < ÞUÞमाँग वq के ढाल से 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

→ यिद ÞaÞ > 4#तो ÞUÞ < ÞfÞइस अव!था म7 अपसारी मकड़ी जाल बनेगा तथा क4मत साjय से िनर6तर दरू 
होती जायेग।े माँर वq का ढाल का आपिूत3 के ढाल से कम होगा। 
 

 

 

 

 

 

\bt 

 

 

 

→ यिद ÞaÞ¾ 1 तो Þ7Þ = Þ8Þ इस दशा म7 उतार–चढाव म7 न तो कमी होरी न विृp क4मते एक ही  कार से 

साjय के चारG ओर च\कर काटती रहगेी। माँग तथा आपिूत3 वq का ढाल समान रहगेा। 
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समि\ आिथ=क मॉडल 

समि� अथ3शाV म7 आय, उपभोर, बचत आिद के आधार पर मॉडलG का िनमा3ण िकया जाता ह।ै इस  िqया म7 ि�तीय 

चरण अतंर समीकरण मह+वपूण3 भिूमका िनभाती ह।ै क46स आय उपभोग समीकरण म7 उपभोर का «लान,  +यािसत या 
अनमुािनत आय पर िनभ3र करता ह।ै उदाहरण के तौर पर उपभोर फलन को िनjन Cप म7 िलखा जा सकता ह।ै  

°µ = ' - .ºµß  
जहाँ a !वायS उपभोर ह ैतथा b सीमांत उपभोर क4  विृS ह ैएव ंe  +यािशत आय ह।ै  

यिद Ã# = #4e इकाई तथा Ç# = #e1� तो 

°µ = 4e - e1�ºµß ��� 1 (��) 
िकसी काल म7  +यािशत आय को सरल तौर पर िपछल ेदो सालG म7 यािन t-1, t-2 समय म7  ा| आय के औसत के 

आधार पर अनमुािनत कर सकते ह।ै  

अतः ·à̧ = e1�·¸56 - e1�·¸5+#का मान समीकरण (45) म7 रखने पर 

À¸ = 4e - e1�(e1�·¸56 - ·¸5+) À¸ = 4e - ·¸56 - ·¸5+��(��) 
यह ि�तीय चरण समीकरण ह।ै 

चूँिक ·¸ = À¸ - ¿ - Á���� 1 1 (��) 
जहाँ I तथा G  +येक समय के िलये समान ह ैयािन t पर िनभ3र नहu ह।ै I जहाँ िनजी िनवशे ह ैतथा G सरकारी िनवशे 

ह।ै  

À¸ का मान समीकरण (37) म7 रखने पर  
·¸ = 4e - e1�·¸56 - e1�·¸5+ - ¿ - Á����� (��) 

यिद I = 50 एव ंG = 50 तो समीकरण (48) िनjन Cप म7  ा| होगी। 
·¸ = 44e - e1�·¸56 - e1�·¸5+��� 1 1 (� ) 

साjय पर आय का !तर ि!थर होगा। अतः ·¸ = ·¸56 = ·¸5+ = ·È को समीकरण (49) म7  ित!थािपत करन े

पर  
·È = 44e - e1�·È - e1�·È  
e1�·È = 44e] ·È = ��e 
 यिद अब I यिद समान रहता ह ैतथा G बढ़कर 60 हो जाता ह ैतो  
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·¸ = 4�e - e1�·¸56 - e1�·¸5+�����(�e) 
एव ं·¸ = ·¸56 = ·¸5+ = ·È#रखने पर तथा साjय ·È = �ee# ा| होता ह।ै  
अतः 550 से 600 तक का समय आधाLरत पथ समीकरण (50) म7 t क िविभ6न मान रखकर  ा| िकया जा सकता ह।ै 
यिद माना जाय7 िक आय का !तर 550 काफ4 समय तक बना रहा हो तो  

·� = ��e, ·6 = ��e समीकरण (50) म7 रखने पर 
·+ = 4�e - e1�(��e) - #e1�(��e) 

·+ = #��e 
समीकरण (50) से ·3 का मान 

·3 = 4�e - e1�(��e) - #e1�(��e) 
·3 = ��� 

अतः इसी  कार समीकरण (50) से ·Î, ·Ú, ·²... के मान dात िकये जा सकते ह ैजो िक िनjनवत् ह।ै  
·Î = �� 1�, ·Ú = ���1��, ·² = ���1��, ·Û = ��e1��� 

 

 

 

 

 

# 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

अतः Y के िविभ6न मानG से आय का समय आधाLरत पथ को सरलता से dात िकया जा सकता ह।ै िजससे हम 

िविभ6न समया6तरालG पर आय के िविभ6न !तरG का आकलन आसानी से कर सकते ह।ै 

15.9 सारांश 

इस  कार से अतंर समीकरण का fयापक अWययन करन ेपर यह dात होता ह ै िक अथ3शाV म7 इन समीकरणG का 
योगदान िकतना मह+वपणू3 ह।̀ अतंर समीकरणG के उपयोग के माWयम से !थैितक साjय, गितशील साjय तथा 
तलुना+मक !थैितक साjय क4 िववचेना क4 जा सकती ह।ै इन समीकरणG ने अथ3शाV के िव^ेषण म7 गितशीलता का 
�ि�कोण  दान िकया ह।ै समि� आिथ3क चरG के िव^ेषण के साथ-साथ सविृp मॉडलG क4 िववचेना इन समीकरणG 
के माWयम से क4 जा सकती ह।ै अथ3शाV के िविभ6न yेFG म7 जसैे रा_�ीय आय, िनवशे, बचत, उपभोग, आयात-
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िनया3त, कृिष मxूयG, मzुा !फ4ित, Pयाज दर, िविनमये दर, साव3जिनक ऋण आिद का आकलन िकया जा सकता ह ै

सरल आिथ3क मॉडलG से लेकर जिटल आिथ3क मॉडलG का िव^ेषण अतंर समीकरणG के माWयम से िकया जा सकता 
ह।ै यह वत3मान समय म7 dात ह ै िक आिथ3क चरG म7 आिथ3क चरG म7 fयापक उतार चढ़ाव आते रहते ह।ै अतः 
समसामियक आिथ3क जगत म7 अतंर समीकरणG का योगदान अथ3शाV िवषय के अWययन म7 बड़ा ही मह+वपणू3 ह।ै 
इसिलये इन समीकरणG का fयापक िव^ेषण अपLरहाय3 ह।ै  
15.10 शYदावली  

· ि5थर साAय :- जो साjय असंतिुलत होने के बाद पनुः  ारिjभक ि!थित म7 लौट आता ह।ै  

· अि5थर साAय :- जो साjय असंतिुलत होन के बाद  ारिjभक ि!थित म7 नहu लौट पाता ह।ै  

· 5थैितक साAय :- ऐसा साjय जहाँ समय त+व तथा साjय समायोजन  िqया का आभाव होता ह।ै  

· गितशील साAय :- ऐसा साjय जो िक समय त+व पर आधाLरत होने के साथ-साथ साjय तक समायोजन 

 िqया को भी आ+मसात् करता ह।ै  

· खंिडत फलन :- दो समय अ6तरालG के मWय जब चर सभी समयG पर आधाLरत मानो को आ+मसात नही 

करते ह।ै  

· सतत ्फलन :- दो समय अ6तरालG के मWय जब चर सम!त मानG को आ+मसात् करते ह।ै 

· मकड़ जाल :- इस िसpा6त के माWयम से कृिष मxूयG के उ¨चावचनG क4  कृित िनधा3Lरत क4 जाती ह।ै  

· अवकलन समीकरण :- जब समीकरण म7 चरG (!वतंF,आिtत) के साथ-साथ अवकलन गणुांक भी होते 

ह।ै ऐसी समीकरण अवकलन समीकरण कहलाती ह।ै  

· गुणक :- साव3जिनक िनवशे म7 विृp पर \या  भाव पड़ता ह।ै यािन Ä% = TÄá 

· *वरक :- उपभोग म7 विृp का िनवशे विृp पर \या  भाव पड़ता ह।ै यािन Ä¿ = 8(ÄÀ) 
· 5वाय_ उपभोग :- सामा6यतया उपभोर आय पर िनभ3र होता ह ैपर6त ुजो उपभोग आय पर िनभ3र नहu होता 

ह ैया आय के श6ूय होने क4 ि!थित म7 िकये गये उपभोर को !वायS उपभोग कहते ह।ै  

· साव=जिनक िनवेश :- यह िनवशे सरकार या साव3जिनक सSा �ारा िकया जाता ह ैतथा यह िनवशे लाभ क4 

आशा से  ेLरत नहu होता ह।ै  

· औसत उपभोग कC 2वृि_ :- आय तथा उपभोग के अनपुात को औसत उपभोग क4  विृS कहते ह।ै  

· सीमांत उपभोग कC 2वृि_ :- आय म7 पLरवत3न से उपभोर म7 िकतना पLरवत3न हvआ ह ैयह सीमांत उपभोग 

क4  विृS कहलाती ह।ै सीमांत उपभोग क4  विृS = उपभोग म7 पLरवत3न/आय म7 पLरवत3न  

· dयापार चZ :- समय के आधार पर िविभ6न आिथ3क चरG जसैे आय, उपभोग, िनवशे, बचत आिद के उतार 

चढाव का िव^ेषण fयापार चqG के अ6तग3त िकया जाता ह।ै 

15.11 लघु उ_रीय 2`  

1.िनjन म7 कौन अ6तर समीकरण ह ै: 



एम. ए. ई. सी. 504 अथ(शा+ म, गिणत के 5योग                                                                                                                                                उ9राख<ड मु? िवAिवBालय 

इकाई संFया 15. ि^तीय चरण अतंर सUबVधी समीकरण                                                                                                                                                                       Page 352  

(अ) $ = #'$ - #.º  

(ब) º = °$+ - �  

(स) $µ = '$µ56 - . 

2. अतंर समीकरण चरG के मान समय आधाLरत होते ह।̀ (हाँ/नहu)  

3. Yºµl3 - ºµl+ L �ºµl6 L �ºµ = �समीकरण का अतंर िकतना ह?ै  

4. अतंर समीकरण का सामा6य या पणू3 समाधान योग होता ह?ै  

5. परूक समाधान अतंर समीकरण के िकस भाग का समाधान होता ह।̀  

6. ·¸l+ L �·¸l6 - �·¸ = e#का परूक समाधान dात क4िजय7? 

7. ·¸l+ L �·¸l6 - �·¸ = e#का परूक समाधान dात क4िजय7?  

8. $µ = �$µ56 L 4e का िविश� समाधान dात क4िजय7?  

9. »¸ = 6
+»¸56 L 4e#का सामा6य समाधान dात क4िजय7?  

10. $µ = L�$µ56 L �#का सामा6य समाधान dात क4िजय7?  

11. अतंर समीकरण कौन से साjय का िव^ेषण करता ह?ै  

12. गणुक +वरक अ6तिqया िकस अथ3शाVी ने दी?  

13. S#º¾ को िकस Cप म7 िलया जा सकता ह?ै  

14. मकड़ जाल िसpा6त के आधार पर िकस  कार के मxूयG का िव^ेषण होता ह?ै  

15. ·+̧ - ·¸ - � = e##क4 कोिट िकतनी ह?ै 

 

उSरमाला :- 1. स 2. हाँ 3. तीन 4.परूक तथा िविश� समाधान 5. समांगी भाग 

6. ·¸ = �(�)¸ - Ì(4)¸# 7. ·¸ = (� - Ì¹)(�)¸#8. $È = �#9. $µ = ;63A
µ (*� L �) - � 

10. $µ = (L�)µ(*� L 4) - 4 

11.  गितशील साjय 12.सैjयलुशन 13.#·¸56# 14.कृिष मxूय 15.दो  

15.12 दीघ= उ_रीय 2` 

1. अतंर समीकरण को समझात ेहvय ेअथ3शाV म7 इनका मह+व बताइये?  

2. अतंर सीमाकरण के कोिट तथा चरण से \या समझते ह ैतथा अवकलन समीकरण से यह से यह समीकरण िकस 

 कार िभ6न ह।ै  
3. िनjन समीकरण को हल क4िजय7 

(अ) ºµ = �ºµ56 - �, º� = 4 

(ब) ºµ L �ºµ56 - � = e, º� = � 

(स) ºµ = ºµ56 - �, º� = � 

(द) ºµ - �ºµ56 - � = e, º� = L� 
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 º� = �##तथा º6 = �##हते ु 

5. अ6तर समीकरणो के माWयम से आिथ3क मॉडलG क4 fया�या क4िजय7? 
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